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1 Grundbegriffe und erste Beispiele

Beispiel 1.1 (Ein Populationsmodell/Exponentielles Wachstum).

Wir betrachten eine Population von Bakterien in einer Petrischale. Zu einer
festen Zeit to (zu der wir die Beobachtung beginnen) gebe es N (ty) = Ny > 0
Bakterien. Wie groB ist die Zahl N(¢) der Bakterien zu einer beliebigen
Zeit t?7 Wir modellieren das Problem wie folgt: Da N(t) sehr grof ist und
gezeichnet von einer Kurve nicht zu unterscheiden wére, machen wir die ver-
einfachende Annahme, dass N (t) eine stetig differenzierbare Funktion von ¢
ist. Wir machen weiter die Annahme, dass die Anderungsrate/Ableitung
N'(t) zur Zeit t proportional zu N (t) ist (liegen z.B. doppelt so viele Bakterien
vor, erwarten wir die doppelte Zuwachsrate).! Mit einer reellen Konstanten
a > 0 ist also

N'(t) = aN(t). (1)

Um die Gleichung zu l6sen, teilen wir duch N(¢) > 0 und erhalten

_N'(t) d
— NG = E(ln(N(t)).

Integrieren beider Seiten von ty bis ¢ liefert

N(t)

a(t —tg) =In(N(t)) — In(N(tp)) = In N,

Wir wenden die Exponentialfunktion auf beide Seten an und l6sen nach N (t)
auf, mit dem Ergebnis

'Dies ist verniinftig, so lange die Polulation nicht zu gro8 ist, so dass ausreichend
Nahrstoffe und Platz zur Verfiigung stehen.



N(t) = Nyeli=to), (2)
Dann ist N(ty) = Noe® = Ny und in der Tat (unter Benutzung der Ketten-
regel)

N'(t) = aNge®t=t) = N ().

Die durch (2) gegebene Funktion N: R — R I6st also die Gleichung (1)
unter der Anfangsbedingung N(tg) = Ny und ist die einzige solche (stets
positive) Funktion (da wir in jedem Schritt des Rechenwegs nur Schlussfol-
gerungen gezogen haben). Nach (2) zeigt die Bakterienpopulation exponen-
tielles Wachstum. Da N(t) — oo fiir ¢t — oo, ist die Losung fiir grofie ¢
iibrigens nicht realistisch und unsere Modellierung war zu schlecht (in eine
Petrischale passen nicht beliebig viele Bakterien).

Im vorigen Beispiel haben wir eine Differentialgleichung gelost (genauer: ein
Anfangswertproblem). Die Begriffe sind wie folgt:

Definition 1.2 Eine Differentialgleichung (erster Ordnung) in R™ ist eine
Gleichung der Form

Y (t) = f(t,y(t)) (3)
(oder kurz: y' = f(t,y)) mit einer gegebenen Funktion f: U — R™ auf einer
Teilmenge U C R x R™. Eine Ldsung der Differentialgleichung (3) ist eine
C'-Funktion v: I — R™ auf einem nicht entarteten Intervall I C R derart,
dass

(t,p(t) e U firalletel
(also graph(¢) := {(t,¢(t)): t € I} CU) und
P'(t) = f(t,o(t)) firallet e I.

Definition 1.3 Gegeben f wie zuvor und (t,70) € U C R x R"™ nennt
man eine Losung ¢: I — R™ der Differentialgleichung (3) eine Ldsung des

Anfangswertproblems
{ y = f(ty)
Y

(tO) = Yo,
wenn zudem ¢y € I und ¢(ty) = yo gilt.

Bemerkung 1.4 (a) Wir betrachten ausschlielich ezplizite Differentialglei-
chungen der Form (3), nicht implizite Differentialgleichungen der Form

0= f(tv y(t)vy/(t))
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(b) In der Literatur spricht man oft lediglich im Falle n = 1 von Differential-
gleichungen, im Falle n > 2 von Systemen von Differentialgleichungen.

(c) Spater betrachten wir auch Differentialgleichungen héherer Ordnung, der
Form

y () = f(ty(), ¥ @), y" (1), ...y D).

(d) Die von uns betrachteten Differentialgleichungen sind gewdéhnliche Differ-
entialgleichungen, wir suchen also Losungen t — ¢(t), die Funktionen einer
reellen Variablen sind. Sucht man hingegen Funktionen ¢ mehrerer Variablen
und stellt Gleichungen unter Benutzung partieller Ableitungen auf, so spricht
man von einer partiellen Differentialgleichung; solche Gleichungen sind nicht
Gegenstand dieser Vorlesung. Ein Beispiel ist die Laplace-Gleichung

_0 0%

0 — g9
Ox? * oy?’

deren Losungen sogenannte harmonische Funktionen (x,y) — ¢(z,y) sind.

(e) Wir kiirzen “Differentialgleichung” mitunter als “DGL” ab und “An-
fangswertproblem” als “AWP.” Im Englischen kiirzt man “ordinary differen-
tial equation” als “ODE” ab, “partial differential equation” als “PDE”.

Fortsetzung von Beispiel 1.1.
In Beispiel 1.1 haben wir also das Anfangswertproblem

{y'(t) = f(ty(t)),
y(to) = Ny

gelost mit der durch f(t,y) = ay gegebenen Funktion. Was wir als Defi-
nitionsbereich U von f nehmen, haben wir nun zu prazisieren. Natiirliche
Wabhlen sind U := R x R oder (weil die Losung iiberall positiv sein soll)
U := Rx]0,00[. Die Formulierung in Beispiel 1.1 war noch unprézise und
unvollstandig, da der Definitionsbereich nicht angegeben wurde.

Beispiel 1.6 (Radioaktiver Zerfall). Wir betrachten eine Probe einer ra-
dioaktiv zerfallenden Substanz. Die Anzahl der Atome der Substanz zur
Zeit t sei N(t) > 0 (wobei wir wieder ndherungsweise N als stetig dfferen-
zierbare Funktion annehmen) und zu einer Anfangszeit ¢y liegen Ny Atome
vor. Modellierung: Wir nehmen an, dass N'(¢) proportional zu N (t) ist, mit



einer negativen reellen Proportonalitdtskonstanten —k (mit & > 0). Zu l6sen
haben wir also das Anfangswertproblem

N'(t) = —kN(t),
{N(to) = No.

Der gleiche Rechenweg wie in Beispiel 1.1 zeigt, dass es auf R genau eine
iiberall positive Losung gibt,

N(t) = Nye kt=to),

Die Zahl der Atome nimmt also exponentiell ab.

2 Lokale Eindeutigkeit von Losungen

Beispiel 2.1. Das Anfangswertproblem

y'(t) = 3yt)?

y(0) = 0
hat die Losungen ¢: R — R, ¢~ 0 und ¢: R — R, ¢t — 3 (Nachrechnen!).
Es ist ¢ # 1 und sogar ¢l # ¢¥|w fir jede 0-Umgebung W C R.

Die DGL gy = 3:/y? erfiillt also nicht lokale Eindeutigkeit der Lésungen im
Sinne der folgenden Definition.

Definition 2.2. Sei U C R x R” eine Teilmenge und f: U — R" eine
Funktion. Wir sagen, die Differentialgleichung
y' = fty) (4)

erfilllt lokale Findeutigkeit von Losungen, wenn gilt: Sind ¢;: I; — R™ und
¢9: Iy — R™ Losungen von (4) und ist ¢1(tg) = ¢a(to) fiir ein ty € I N I, so
gilt ¢1|lw = ¢o|w fiir eine tp-Umgebung W in I, N L.

Definition 2.3. Es sei U C R x R" eine Teilmenge und f: U — R™ eine
Funktion. Wir versehen R™ mit einer Norm || - ||.
(a) Gibt es ein L € [0, 00| derart, dass
1 (&, y2) = f(ty)ll < Lllyz —wall - fir alle (£,41), (¢, 42) € U,

so sagt man, f erfillt eine (globale) Lipschitzbedingung. Man nennt
dann L eine Lipschitzkonstante.
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(b) Het jedes (t,y) € U eine Umgebung V' C U derart, dass f|y eine Lip-
schitzbedingung erfiillt, so sagt man, f erfiillt eine lokale Lipschitzbe-
dingung.

Bemerkung. (a) Aus der globalen Lipschitzbedingung folgt die lokale Lip-
schitzbedingung (man nehme V :=U).

(b) Es ist egal, welche Norm auf R™ benutzt wird, da alle Normen &quivalent
sind (der Wert der Lipschitzkonstanten kann sich allerdings &ndern beim
Wechsel der Norm, im Falle einer globalen Lipschitzbedingung).

(c) Ist f wie oben Lipschitzstetig, so erfiillt f eine Lipschitzbedingung; die
umgekehrte Implikation gilt nicht. (Beachten Sie, dass wir im Falle der Lip-
schitzbedingung || f(t2, y2) — f(t1,y1)|| nur abschétzen, wenn ¢; = t5).

Satz 2.4 (Eindeutigkeitssatz). FEs sei U C R x R™ eine Teilmenge und
f: U — R" eine Funktion. Erfullt f eine lokale Lipschitzbedingung, so erfillt
die Differentialgleichung

y = f(ty)

lokale Findeutigkeit von Losungen.

Beweis. Seien ¢;: I; — R"™ und ¢9: Is — R™ Losungen der Differential-
gleichung und ¢ty € I} N Iy derart, dass ¢;1(tg) = ¢2(tg). Wir haben eine
to-Umgebung W C I; N I zu finden mit v |w = Y2|w.

1. Fall. Ist Iy NIy = {to}, so nehmen wir W := {tc}.

2. Fall: Sei I;N1; ein nicht entartetes Intervall. Wir wihlen eine Norm ||-||
auf R*. Da f eine lokale Lipschitzbedingung erfiillt, gibt es eine Umge-
bung V' von (tg, ¢(t9)) in U derart, dass f|y eine Lipschitzbedingung erfiillt.
Sei L eine Lipschitzkonstante. Es sei W ein in I; N Iy enthaltenes, in R
abgeschlossenes und beschranktes Intervall, das eine t;,-Umgebung in I3 N I
ist. Da W — U, t — (t,¢,(t)) fir j € {1,2} stetig ist, kénnen wir nach
Verkleinern von W annehmen, dass

(t,0;(t) € V firje{1,2} und allet € W.

Sei ¢ die Lange des Intervalls W; nach Verkleinern von W diirfen wir an-

nehmen, dass
(L < 1.

Wir betrachten nun die C'-Funktion
v W = R"  t ¢ot) — P1(2).
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Da
Y(to) = pa2(to) — P1(to) =0,

ist ¥(t) = ¥(t) — P(to) fir alle ¢ € W und somit nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung

/ ¥/(s) ds

/t £(5,62(3)) — f(s, dn(s)) ds
<t tol sup /(5 0(5)) = S n(9)]

-~

<Lléa(s)~61(5)]
< (Lsup{llga(s) — du(s)]l: s € W} = £L[Y]l

[ @)l

/ By(s) — 61(s) ds

unter Benutzung der Supremumsnorm

[$lleo := sup{l[9(s)]|: s € W}

von . Bildung des Supremums iiber alle t € W liefert
[¥]loc < LL[[%]|oo-
Da (L < 1, folgt ||¢||cc = 0. Also ist ¥ = 0 und somit ¢1|w = ¢a|w. O
Satz 2.5. Fs sei J C R ein Intervall, Y C R" eine offene Teilmenge und
f:IxY =>R" (t,y)— f(t,y)

eine Funktion derart, dass die partiellen Ableitungen

fir allet € J und y = (y1,...,yn) € Y existieren und stetige R™-wertige
Funktionen von (t,y) € J X Y sind. Dann erfillt f eine lokale Lipschitzbe-
dingung.

Beweis. Sei ty € J, yo € Y. Wir verschen R” und R x R" = R"*! mit der
Maximumnorm. Fur ¢ € J betrachten wir die Funktion

ft::f(tv'):y_)an ny(tvy)v
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die durch Festhalten der ersten Variablen entsteht. Dann existiert fiir jedes
Jj €{1,...,n} die partiellen Ableitung

o
0y,

und ist eine stetige R"-wertige Funktion von y € U. Also ist f; stetig differen-
zierbar. Bezeichnet Jy,(y) € R™*" die Jacobimatrix von f; an der Stelle y,
so ist die Abbildung

dfi
8_yj(t’ y) ij=1,.1

stetig, wobei f = (fi,... f,) in Komponenten. Also ist auch die Abbildung

JXY SR (ty) o Jp(y) = (

h: JxY = 0,00 (&,y) = 17, ¥)lop

stetig (wobei wir die Operatornorm bilden). Folglich existiert ein § > 0
derart, dass
h(t,y) < h(to,y0) +1

fiir alle (¢,y) in der offenen Teilmenge
Vi={(t,y) € I xY: |t —to] <0 und ||y — yolleo < I}

von J x Y. Unter Benutzung der Kugeln I := {t € J: |t — ty] < d} und
Bs(yo) C R ist
V=Ix Bg(y0>

Da die Kugel Bs(yo) konvex ist, konnen wir den Mittelwertsatz in Integral-
form anwenden und erhalten fiir alle (¢,y), (t,2) € V

) = )l = 1) — o)l
/ th<y+t<z—y>><z—y>dtH

sup{|J5, (¥ + t(z = y))llopllz = ylleo: £ € [0, 1]}
Lz =yl

<
<
mit L := ]’L(to,yo) +1. O
Folgerung 2.6. Ist U C R x R" eine offene Teilmenge und f: U — R™
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stetig differenzierbar, so erfillt f eine lokale Lipschitzbedingunyg.

Beweis. Sei (to,40) € U mit yo = (y1,--.,¥yn). Da U offen ist, existiert ein
0 > 0 derart, dass
JxY CU

mit J := ]ty — 6,1 + [ und
Yoi=lyr = 0,y1 +0[X - X ]yn = 6, yn + 9[-

Nach Satz 2.5 existiert eine offene (¢y, yo)-Umgebung V' C J x Y derart, dass
(flsxy)|lv = f|v eine Lipschitzbedingung erfiillt. Da J x Y in R x R"™ offen
ist, ist auch V' in R x R" offen und somit eine Umgebung von (to,y) in
R xR O

Beispiele 2.7. (a) Da das Beispiel 2.1 lokale Eindeutigkeit verletzt, kann
die Funktion

FRxR =R, (t,y)— v/y?
keine lokale Lipschitzbedingung erfiillen. Alternativ folgt wir dies rechnerisch

aus? 23
0 — (0.0
1/(0,y) f(,)]:y — 43 5 oo

ly — 0 Y

fir 0 <y — 0.

(b) Fiir > 0 ist die Funktion f: RxR — R, (t,y) — ay stetig differen-
zierbar. Die DGL 3’ = ay aus Beispiel 1.1 erfiillt somit lokale Eindeutigkeit
von Losungen, nach Folgerung 2.6 und Satz 2.4.

Definition 2.8. Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist eine
Differentialgleichung der Form

y'(t) = Alt)y(t) + b(t),
wobei J C R ein nicht entartetes Intervall ist, A: J — R™" & R™ eine

stetige matrixwertige Funktion und b: J — R" eine stetige vektorwertige
Funktion.? Ist b(t) = 0 fiir alle ¢ € J, die DGL also von der Form

y'(t) = A)y(t),

2Gibe es ein L € [0,00[ mit |f(t,2) — f(t,y)| < L|z — gyl fiir all (¢, 2), (t,y) in einer
Nullumgebung V' C R x R, so wiére |f(0,y) — f(0,0)|/|y — 0] < L fiir 0 < y so klein, dass
(0,y) € V, Widerspruch.

3Es ist also A(t) = (a;;(t))ij=1,..n mit stetigen Funktionen a;;: J — R fiir 4,5 €
{1,...,n} und b = (by,...,b,) mit stetigen Funktionen by,...,b,: J — R.
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so spricht man von einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ord-
nung; andernfalls heifit die lineare Differentialgleichung inhomogen.

Wir betrachten also die Differentialgleichung

y(t) = f(ty(t))
in R™ mit f: J x R" = R", (t,y) — A(t)y + b(t).

Satz 2.9. Jede lineare Differentialgleichung y(t) = A(t)y(t) + b(t) erfillt
lokale Findeutigkeit von Losungen.

Beweis. Mit Notationen wir in Definition 2.8 betrachten wir
[ xR =R, (t,y) — A(t)y + b(t).

Fiir festes t € J ist fi: R® — R™, y — A(t)y + b(t) affin-linear. Wir kénnen
also partielle Ableitungen nach y,...,y, (mit ¥y = (y1,...,y,)) bilden und
erhalten fiir j € {1,...,n}

5L (1.9) = Al)e; = (a1, 0). -0

was eine stetige R"-wertige Funktion von (t,y) € J x R™ ist. Nach Satz 2.5
erfiillt f folglich eine lokale Lipschitzbedingung. Nach dem Eindeutigkeitssatz
erfiillt die zugehorige Differentialgleichung somit lokale Eindeutigkeit von
Losungen. [J

Definition 2.10. Ein topologischer (oder metrischer) Raum X heifit un-
zusammenhangend, wenn es offene nicht leere Teilmengen A und B von X
gibt mit AN B =0 und X = AU B. Ist X nicht unzusammenhangend, so
wird X zusammenhdngend genannt.

Bemerkung 2.11. (a) Da fiir A, B C X die Bedingung AN B = () und
AUB = X zu B = X \ A Aquivalent ist, ist X genau dann unzusam-
menhéngend, wenn gilt:

Es existiert eine offene und abgeschlossene, nicht leere Teilmenge A C X
derart, dass A # X.

(b) Per Definition ist ein topologischer Raum X also zusammenhéngend,
wenn fiir alle disjunkten offenen Teilmengen A und B in X mit AUB = X
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folgt, dass A =) oder B = 0.

(c) Verneinen der Bedingung aus (a) zeigt: Ein topologischer Raum X ist
genau dann zusammenhéangend, wenn fiir jede nicht leere Teilmenge A C X,
die in X offen und abgeschlossen ist, A = X folgt.

Satz 2.12. Jedes Intervall I C R ist zusammenhdngend.

Beweis. Sei A eine nicht leere Teilmenge von I, welche in I offen und
abgeschlossen ist. Es existiert ein a € A. Wir zeigen, dass

ANia,oo[=1N]a,o00[. (5)

Analog ist AN]—o00,a] = IN]—o00,a] und somit A = I, folglich I zusam-
menhéngend. Die Inklusion “C” in (5) ist trivial. Um die Inklusion “2”
nachzuweisen, sei b € I N [a, 0o[; wir zeigen b € AN [a,o00[. Dies ist trivial,
wenn b = a. Sei nun also b > a. Da A in I offen ist, existiert ein x € ]a, b
mit [a,z] C A. Setzen wir

J :=A{z €la,b]: [a,z] C A} und s:=supl,

so ist s € [a,b] C I. Seien x,, € J mit x,, — s fir n — oco. Daz,, € A und A
in I abgeschlossen ist, folgt

s= lim z, € A.
n—oo

Also ist
la,s] = {s}u | J [a,2] € A
z€|a,s|
Wire s < b, so gibe es wegen der Offenheit von A in I ein y €|s,b] mit
[s,y] € A. Dann wére [a,y] = [a, s]U[s,y] C A, alsoy € J. Day > s, ergibe
sich ein Widerspruch zu s = sup J. Also muss doch s = b sein und somit ist

b=sec A O

Wir erwéhnen fiir die Allgemeinbildung, dass auch die Umkehrung gilt:

Eine Teilmenge I C R ist genau dann zusammenhdangend, wenn I ein Inter-
vall ist.*

4Ist I kein Intervall, so gibt es Zahlen < z in I und ein y € R mit z < y < z und
y & I. Dann sind A :=]—o00,y[NI und B :=]y, oo[ NI offene Teilmengen von I und beide
nicht leer (da z € A, z € B). Weiter ist AN B = () und I = AU B, somit I nicht
zusammenhangend.
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Satz 2.13. Essei f: U — R" eine Funktion auf einer Teilmenge U C RxR™
derart, dass die Differentialgleichung

y = f(ty) (6)
lokale Eindeutigkeit von Ldosungen erfillt. Sind ¢1: Iy — R™ und ¢o: I —

R™ Lésungen der Differentialgleichung (6) derart, dass ¢1(ty) = ¢a(ty) fir
em to c Il N IQ, SO gllt §b1|[1m]2 = ¢2|11012.

Beweis. Die Menge A := {t € [} N Is: ¢1(t) = ¢o(t)} ist per Voraussetzung
nicht leer. Ist t € A, so gibt es nach dem Eindeutigkeitssatz eine t-Umgebung
Wiin I1NI, mit W C A. Alsoist A offen in I;N1,. Weiter ist A abgeschlossen
in I N Iy, denn ist ¢ € I; N Iy und (,,)men eine Folge in A mit ¢, — ¢ fir
m — 00, so gilt wegen der Stetigkeit von ¢; und ¢-

n(t) = &n (Jim tn) = Jim g1(tn) = 62 Jim t) = 62(t)
=2 (tm)

und somit ¢t € A. Da I N I5 ein Intervall und somit zusammenhéngend ist,
folgt mit Bemerkung 2.4(c), dass A = I} N I, also ¢1|nnn, = olnnn. O

Satz 2.14. Essei f: U — R" eine Funktion auf einer Teilmenge U C RxR™
derart, dass die Differentialgleichung y' = f(t,y) lokale Eindeutigkeit der
Lésungen erfillt. Sei (to,yo) € U. Hat das Anfangswertproblem

y/ = f(t7 y)
{, @)

(to) = W

eine Losung, so hat es eine LOSung Ymax: Imax — R™, welche im folgenden
Sinne maximal ist: Fir jede Losung v: I — R™ von (7) gilt I C L.y und

Y= 'ymax|l-

Beweis. Sei I' die Menge aller Losungen v: I, — R" des Anfangswertprob-
lems (7). Dann ist
Lax = U ['y

vyel

ein Intervall. Da 7| a1, = 1|,z fiir alle 7, € T' (nach Satz 2.13), ist

Ymax: Imax = R", t+—~(t) wenny el undt e [,
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wohldefiniert.

Wir zeigen nun, dass an jeder Stelle ¢ des Definitionsbereichs I,,.,, an welcher
man von rechts- bzw. linksseitigen Ableitungen sprechen kann, diese fir vy,
existieren und durch f(¢, ymax(t)) gegeben sind. Folglich ist die Funktion ~y
an jeder Stelle t € I,y differenzierbar (also insbesondere dort stetig) und
Yrax(t) = f(t, Ymax(t)), was eine stetige Funktion von t ist. Somit ist Ypax
eine C''-Funktion und eine Losung der Differentialgleichung v/ = f(¢,y). Per
Konstruktion gilt I, C Iiax und Yimax| r, = 7 fiir jede Losung v: I, — R" des
Anfangswertproblems (7). Insbesondere ist Ymax(to) = v(to) = yo und somit
Ymax €ine Losung von (7).

Diskussion der einseitigen Ableitungen: Ist t € I.x N [to, 00| und existiert
ein s € Ipa mit s > ¢, so ist s € I, fiir ein v € T, folglich [ty,s] C I,
und Ymax|fto,s] = Vl[to,s)- Die rechtsseitige Ableitung von vymax an der Stelle ¢
existiert also und stimmt mit

V(t) = F{E,7(1) = F(E Ymax(t)) (8)

iiberein. Analog existiert die linksseitige Ableitung von Y. an einer Stelle
t € LnaxN]—00, %] und stimmt mit f(, Ymax(t)) iiberein, wenn ein s € Iax
mit s < t existiert. Sei nun t € Iax N [to, 0o[ und existiere ein s € Iay mit
s < t. Ist t = ty, so wurde die linksseitige Ableitung an der Stelle ¢ gerade
diskutiert. Ist ¢ > tp, so konnen wir s > t;, wahlen. Es gibt ein v € I' mit
t € 1,. Dann ist [to,t] C I, und Ymax|io,q = 7ljo,; die linksseitige Ableitung
VOn Ymax an der Stelle ¢ existiert also und ist durch (8) gegeben. Analog
existiert die rechtsseitige Ableitung von Ymax und ist gleich f(%, Ymax(t)) an
jeder Stelle t € I,.xN]—00, to], fiir die ein s € [0 mit s > ¢ existiert. .

3 Elementare Losungsverfahren

Wir stellen drei einfache Typen von Differentialgleichungen in R vor, fiir
welche Losungsverfahren bekannt sind.

Wir betrachten zunéchst Differentialgleichungen y' = f(t,y) derart, dass
f(t,y) = g(t)h(y) mit geeigneten Funktionen g und h.

Satz 3.1 (Differentialgleichungen in getrennten Verdnderlichen). Es seien
J C R undV C R nicht entartete Intervalle, g: J — R eine stetige Funktion
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und h: V. — R eine stetige Funktion derart, dass h(y) # 0 fir alley € V.
Gegeben ty € I und yo € V definieren wir C*-Funktionen

G:J—-R, G(t):= /tg(s)ds

to

und vy 1
H:V =R, H(y)::/ ——dx.
Yo h(ZE)

Dann ist H eine streng monotone Funktion, H(V') ein nicht entartetes In-
tervall und H:V — H(V) ein C*-Diffeomorphismus. Weiter gilt:

(a) Auf einem nicht entarteten Intervall I C J mit ty € I gibt es genau
dann eine Losung v: I — R des Anfangswertproblems

{ y = g(t)h(y)
y

(to) = Yo,

wenn G(I ) C H(V). Die Lésung ist dann eindeutig und gegeben durch
y(t) = H-(G(t)) fiir allet € 1.

(b) Ist V- C R ein offenes Intervall, so existiert ein in J offenes Intervall
I C J mitty €I und eine Losung v: I — R des Anfangswertproblems
aus (a).

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz ist h(V) ein Intervall. Da dieses 0
nicht enthélt, ist h(y) > 0 fir alle y € V oder h(y) < 0 fiir alle y € V. Im
ersten Fall ist wegen H' = 1/h die C''-Funktion H streng monoton wachsend,
im zweiten Fall streng fallend. Zudem wissen wir aus der Analysis 1, dass
H~1 stetig differenzierbar ist mit

1
HY(H@y)=—— firalleyeV. 9
(™) () = g )
(a) Ist v: I — R eine Losung des Anfangswertproblems, so ist I C J und

v(t) € V fir alle t € I. Fiir alle ¢t € I gilt weiter

also

= g(t). (10)



Da (H o7)'(t) = H'(y(t)Y'(t) = h?;((tt))), ist H o7 eine Stammfunktion der

linken Seite von (10). Integration von ¢, bis t ergibt
[H oy, = Gl

also

H(v(t)) = G(t)
(wobei H (yo) = G(ty) = 0 benutzt wurde). Insbesondere ist G(t) = H(~(t)) €
H(V) fir alle t € I, also G(I) € H(V) und die Losung ~ erfiillt y(¢) =
H YG(t)) fur alle t € 1.

Ist umgekehrt I C J ein nicht entartetes Intervall mit to € [ und G(I) C
H(V), so ist
v: I =R, t— HYG())

eine C''-Funktion mit y(¢y) = H (G (o)) = H1(0) = yo. Wegen (9) ist

Y () = (H ) (G)G'(t) = (H') (H((1))G'(t) = mg(t) = h(~(t))g(t)

und somit vy eine Losung des Anfangswertproblems aus (a).

(b) Ist V offen in R, so auch H (V). Also ist H (V) eine offene 0-Umgebung
in R. Da G: J — R stetig ist und G(ty) = 0, ist G"'(H(V)) eine Umgebung
von tg in J und enthélt als solche ein in J offenes Intervall I mit ¢ty € I. [J

Insbesondere erfiillen Differentialgleichungen in getrennten Veranderlichen
(im obigen Sinn, mit 0 ¢ h(V)) also stets lokale Eindeutigkeit von Lésungen.
Lésst man die Bedingung 0 ¢ h(V') fallen, so kann lokale Eindeutigkeit der
Losungen verletzt sein (siehe Beispiel 2.1).

Beispiel 3.2. Wir betrachten das Anfangswertproblem

{y’(t) = ty(1)
y() = 2

und fassen dieses als eine Differentialgleichung in getrennten Veranderlichen
auf mit g: R = R, ¢t — > und h: ]0,00[— R, y — y. Wir erhalten

t
G:R =R, tr—>/ s*ds=1/3—-1/3=(t"—-1)/3
1

15



und
H: ]0,00[—= R, y+~— /2 ida: =In(y) — In(2) = In(y/2).

Da H(]0,00]) = R, ist G(R) C H(]0,00[) erfiillt. Satz 3.1 liefert somit die
Losung
v:R—=R, te HYG({)) =203

des Anfangswertproblems.
Satz 3.3. (Homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung). Es sei

J C R ein nicht entartetes Intervall und a: J — R eine stetige Funktion.
Dann erfillt die homogene lineare Differentialgleichung

lokale Eindeutigkeit von Losungen. Furty € J und yg € R ist die maximale
Losung des Anfangswertproblems

{y’(t) = a(t)y(t)
y(to) = %o

die auf ganz J definierte Funktion v: J — R,
t
t s g el U9 (11)

Beweis. Nach Kapitel 2 erfiillen lineare Differentialgleichungen lokale Ein-
deutigkeit der Losungen. Erster Beweis: Es ist y(ty) = 30e’ = yo und
Ableiten mit der Kettenregel zeigt, dass

/ tas Sd ! tas S
V() = go el / a(s)ds = yoelo " a(t) = a(t)y(®).
to

Also 16st v die Differentialgleichung und auch das Anfangswertproblem.

Zweiter Beweis: Ist yo = 0, so definiert v(¢) := 0 offenbar eine Losung des
Anfangswertproblems (und stimmt mit (11) iiberein). Ist yo > 0, so erhalten
wir die Losung v mit Satz 3.1, angewandt mit ¢(¢) := a(t) und h: |0, c0[ — R,
y — y (wobei H = In: ]0,00[— R und H(]0,00[) = R). Analog verfahren
wir, wenn yo < 0, mit h: |—00,0[—= R, y —y. O

Beispiele: Siehe Beispiel 1.1, Beispiel 1.6 und Beispiel 3.2.
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Satz 3.4 (Inhomogene lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung). Es seien
J C R ewn nicht entartetes Intervall und a: J — R sowie b: J — R stetige
Funktionen. Weiter seien ty € J und yo € R. Dann erfillt die lineare Dif-
ferentialgleichung y'(t) = a(t)y(t) + b(t) lokale Eindeutigkeit von Lésungen.
Die mazimale Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = a()y(t) +b(t)
12
{ y(to) = %o (12)
ist die auf ganz J definierte Funktion v: J — R,
t t
v(t) = (yo +/ b(r)e Jro () e dT) elio 2,
to

Beweis. Nach Kapitel 2 erfiillen lineare Differentialgleichungen lokale Ein-
deutigkeit der Losungen. Wir suchen eine Losung der Form

t
wobei n(t) = elio 9% gine Losung der zugehérigen homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung y/(t) = a(t)y(t) ist (diesen Ansatz nennt man auch “Varia-
tion der Konstanten.”) Dann ist ¢(tg) = yo und

V(t) = (t)n(t) + c(t)n' (t) = < ()n(t) + c(t)a(t)n(t). (13)

Wir setzen +/(t) aus (13) und (¢) = ¢(t)n(t) in (12) ein und erhalten die
Bedingung
¢ (B)n(t) + c(t)a(t)n(t) = a(t)e(t)n(t) + b(t),

also

also

d(t) = b(t)n(t) ™" = b(t)e Fo @ fiir alle t € J.

Aquivalent hierzu ist

t
c(t) = yo + / b(T)eifto a)ds gy alle t € J,

to

was den Beweis beendet. [J
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Bemerkung 3.5. (a) In der Situation von Satz 3.4 sind die auf .J definierten
Loésungen der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung /' (t) =
a(t)y(t) von der Form

c eftto a(s)ds

mit einer Konstanten ¢ € R (dem Anfangswert y, zur Zeit ty). Beim Ansatz
der “Variation der Konstanten” wird die Konstante ¢ durch eine Funktion
c(t) ersetzt.

(b) Es diirfte vielen leichter fallen, sich den Ansatz der Variation der Kon-
stanten zu merken und anzuwenden als die fertige Endformel aus Satz 3.4
(die sich aus dem Ansatz jederzeit wieder herleiten lasst).

Beispiel 3.6 (Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung mit konstanten
Koeffizienten). Wir betrachten den Spezialfall einer linearen Differentialgle-
ichung der Form

y'(t) = ay(t) +b(t),
wobei b: J — R eine stetige Funktion auf einem nicht entarteten Intervall

J C R ist und a € R eine feste reelle Zahl. Gegeben t; € J und yy € R ist
die maximale Losung des Anfangswertproblems

{y'(t) = ay(t) +b(t)
y(to) = Yo

dann die Funktion v: J — R,

¢

() = (yo +/ b(r)e (Tto)a dT) elt—toa,
to

Dies kénnen wir (wenn gewiinscht) noch umformen zu

¢
~(t) = e(t_to)ayo +/ e(t_T)ab(T) dr. (14)

to

4 Existenz von Losungen

Wir untersuchen nun die Existenz von Losungen zu Anfangswertproblemen
und werden sehen, dass diese unter schwachen Voraussetzungen gewahrleistet
ist. Wieder spielen Lipschitzbedingungen eine Rolle. Wir werden die Losungen
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als Fixpunkte gewisser Abbildungen erhalten. Wir kennen aus der Analysis 2
bereits den Banachschen Fixpunktsatz iiber Fixpunkte von Kontraktionen.
Dieser konnte eingesetzt werden, wiirde aber schlechtere Ergebnisse (kleinere
Defintionsbereiche der konstruierten Losung) liefern als der folgende Fix-
punktsatz, den wir statt dessen benutzen werden.

Satz 4.1 (Fixpunktsatz von Banach-Weissinger). Sei (X, d) ein vollstindiger
metrischer Raum mit X # 0 und f: X — X eine Lipschitz-stetige Selbst-
abbildung derart, dass es fir alle j € Ny Lipschitzkonstanten L; fir die
Iterierten f7 gibt derart, dass

Z Lj < oc;
=0
hierbei ist fO :=idx. Dann gilt:
(a) f hat genau einen Fizpunkt ...
(b) Ist xy € X beliebig, so gilt f™(xo) — Too flir n — o0.

(¢) In der Situation von (b) haben wir fir jedes n € Ny die a priori Ab-
schatzung

d(Too, ["(20)) < <Z Lj) d(f(zo), zo).

Beweis. Da } 7 L; < oo, gibt es ein N € N derart, dass L; < 1 fiir alle
j > N. Alsoist Ly < 1 und somit f¥: X — X eine Kontraktion. Jeder
Fixpunkt von f ist auch ein Fixpunkt von f¥ und somit eindeutig nach
dem Banachschen Fixpunktsatz. Die Funktion f hat somit hochstens einen
Fixpunkt.

Sei nun zo € X und x,, := f"(x¢) fir n € N. Dann gilt

(1, 25) < Lj d(x1, 20) (15)
fiir alle j € N, denn es ist

d(wj1,25) = d(f (21), 7 (20)) < Ly d(z1, x0).
Mit der Dreiecksungleichung folgt fiir alle n € Ny und m € N

n+m—1 n+m—1
ATy w0) <Y d(zje,75) < < > Lj> d(21, x0). (16)
j=n j=n
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Gegeben € > 0 existiert ein N € Ny derart, dass

00
Z Lj S g.
j=N

Fiir alle n > N und m € N gilt nach (16) also
d(xn+ma xn) S € d<~r17 xO)a

was beliebig klein gemacht werden kann. Also ist (2, )ren, eine Cauchyfolge in
(X, d) und somit konvergent gegen ein Element 2, € X (da (X, d) vollstandig
angenommen ist). Wegen der Stetigkeit von f ist dann

n—00 n—00 n—00

also z, ein Fixpunkt von f. Lassen wir m — oo in (16), so folgt die a priori
Abschatzung. [

Satz 4.2 (Quantitativer Existenzsatz). FEs seien a < b und R > 0 reelle
Zahlen, ty € [a,b], yo € R™ und Br(yy) € R" die abgeschlossene Kugel um
yo beziiglich einer Norm || - || auf R™. Weiter sei

f:[a,b] x Br(yo) — R"

eine stetige Funktion, die eine Lipschitzbedingung erfillt und M > 0 eine
reelle Zahl derart, dass®

If & y)ll <M fiir alle (t,y) € [a,b] X Br(yo)-

Dann hat das Anfangswertproblem

{y'(t) = f(t,y)
y(to) = o

eine Losung v: I — R™ auf dem Intervall
I := [to — 61,t0 + 62]

mit £1 == min{ty — a, £} und e := min{b — to, & }. Ist [a,b] = [to — 7, to + 7]
mit etnem r > 0, so ist also

I=lty—e,to+¢e] mit e:=min{r, £}.

°Ist f nicht die Nullfunktion, so kénnen wir einfach M := || f||o nehmen.
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Der Beweis zeigt auch: Schreiben wir ¢y := yo fiir die konstante Funktion
I — R"™ t+— yp, so definiert

¢N%=%+[f@%q@ﬂs

fir k € N eine stetige Funktion ¢;: I — R™ mit Werten in Br(yo) und ¢y
konvergiert gleichmaflig gegen ~ fiir £ — oo.

Beweis. Es ist ' := C(I,R") ein Banachraum beziiglich der Supremums-
norm || - ||. Die abgeschlossene Kugel um yp in £’ vom Radius R ist

Bp(io) = {7y € CULR"): (vt € 1) |[y(t) — wll < R}.

(1) eBr(y0)

Als abgeschlossene Teilmenge eines vollstandigen metrischen Raumes ist EZ@O)
vollstiandig (bzgl. der Metrik (v,1) — |7 — nlle). Gegeben v € BE(y)
definieren wir eine Funktion 7'(y): I — R” via

ﬂwm:m+[f@wmw

Da die Funktion s — f(s,v(s)) stetig ist, ist T'(y) nach dem Hauptsatz der
Integral- und Differentialrechung differenzierbar mit Ableitung

_ %/to F(5,74(s)) ds = F(t.(D)). (17)

welche eine stetige R™-wertige Funktion von ¢ ist. Also ist T'(y) € C*(I,R")
und insbesondere T'(y) € C(I,R™) = F. Sei € := max{e1,£2}. Da

ITC)#) — ol = /f37 1) ds
< |t to] sup{|lf(s,7(s))]|: s € I} < eM < R

fir allet € I, ist T(v) € Eg@o). Also ist

T: Br(io) = Bp@o), 7+~ T(%)
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eine Selbstabbildung von E;@O). Wir weisen nun nach, dass 7' die Voraus-
setzungen des Fixpunktsatzes von Banach-Weissinger erfiillt. Wenn das
stimmt, hat 7" einen Fixpunkt  (den wir wie im Anschluss an Satz 4.2
beschrieben als gleichméfigen Grenzwert v = limy,_,, T%(¢) berechnen koénnen).
Dann ist v = T'(y) € C*(I,R") (siche Beweisanfang),

%MZTMW®=m+[OﬂWWﬂ%=m

und wegen (17) ist
V() =T) () = ft.(1),
somit vy eine Losung des Anfangswertproblems y/'(t) = f(t,y(t)), y(to) = vo-

Per Voraussetzung gibt es eine Lipschitzkonstante L fiir f. Wir zeigen nun,
dass fir alle j € Ny, ¢, € EQ@O) und t € [

t—to) L7
=P L g < CE 1 g (19)

J(ay _ i (L)
[(T7(¢) = T7 () ()] < ]_ i

Ist dies wahr, so liefert Bildung des Supremumus tiber ¢ €

(eL)’

IT9(6) = T4 | < 5

19 = ¢l

so dass TV Lipschitz-stetig ist mit mit Lipschitzkonstante

L; = (d_;)j .

!

Da > 2 L; = 377, (aﬁ)j = e < o0, sind die Voraussetzungen des Fix-
punktsatzes dann nachgewiesen. Der Beweis ist per Induktion nach j € Nj.

Im Falle j = 0 gilt

IT°(0) (1) = T° @)D = o) —v®) < ll¢ — ¥l
(t —t9)°L° (eL)?

= o - e =

16 = lloo-

Ist 5 € N und gilt die Aussage fiir j — 1 an Stelle von j, so folgt fiir ¢ € I mit
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t >t
I77(0)(t) = T (W)@ = T TJ H@)() =TT () ()]
f s, TVH(9)(s)) — f(s, 7771 ()(s)) ds

IN

[IU@JWJWMﬁ)—fSJTJWMﬁmdS

< [ LT e - @) s
t (S _ to)j_le_l B
< L[ B o - vlds
t—t VI tol? L
e

IT7()(t) = T () (t)

&/fsTvl () — F(5, T} (1)) (5)) ds

Ist t € I mit t < 1y, zeigt eine analoge Rechnung
(. TO)S) — Fs. T (W) (s) ds

‘ t

0 |5 — toli=1 LI~
<o [P o vl
t

U=t
to to — j,le,1
— VLI L
= Py = LB gy

Da in beiden Féllen zudem |t — o] < ¢, ist (18) fiir j nachgewiesen, was den
Beweis beendet. [J

Satz 4.3 (Qualitativer Existenzsatz von Picard-Lindelof). Es sei U C RxR”
eine offene Teilmenge, f: U — R™ eine stetige Funktion, die eine lokale Lip-
schitzbedingung erfillt und (tg,y0) € U. Dann hat das Anfangswertproblem

{y@)z f(ty(t))
y(to) = Yo

eine Losung v: I — R™ auf einem offenen Intervall I CR mit ty € 1.
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Beweis. Wir versehen R™ mit der Maximumnorm || - ||.. Da f eine lokale
Lipschitzbedingung erfiillt, gibt es eine offene Umgebung V' von (o, yo) in U
derart, dass f|y eine Lipschitzbedingung erfiillt. Sei yo = (y1,...,¥,) in
Komponenten. Da V in R x R" offen ist, existiert ein R > 0 derart, dass

[to— R,to+ R X [1h — R,yn + Rl X -+ X [y, — R,y + R] CV,

also K := [ty + R,ty + R] x Br(yo) € V. Da die Menge K kompakt und f
stetig ist, ist f(K) eine beschrankte Teilmenge von R", also

sup || f(K)[ec < M

fiir eine reelle Zahl M > 0. Nach Satz 4.2 hat das Anfangswertproblem
y'(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo eine Losung 7v: [ty — &,tg + €] — R™ mit € :=
min{R, R/M}. Nun leistet v|; mit I :=]tg — ¢,to + €[ das Gewtlinschte. [J

Satz 4.4 (Existenzsatz fiir lineare Differentialgleichungen). Es seien J C R
ein nicht entartetes Intervall, A: J — R™™ und b: J — R" stetige Funktio-
nen und (to, yo) € J X R™. Dann hat das Anfangswertproblem

{M®Z=MW®+W)

y(to) = o
eine auf ganz J definierte Losung v: J — R™.

Beweis. Da nach Kapitel 2 jede lineare Differentialgleichung lokale Ein-
deutigkeit von Losungen erfiillt, geniigt es zu zeigen, dass die maximale
Losung Ymax: Imax — R™ des Anfangswertproblems auf ganz J definiert ist,
also Iyax = J. Konnen wir auf jedem Intervall [a,b] C J mit @ < b und
to € [a,b] die Existenz einer Losung des Anfangswertproblems zeigen, so ist
[a,b] C Lhax und somit I, = J, weil J die Vereinigung all solcher Intervalle
la,b] ist. Wir diirfen also 0.B.d.A. J = [a,b] annechmen. Wir versehen R"
mit einer Norm || - || und R™™ mit der entsprechenden Operatornorm || - [|op.
Da das Intervall [a, b] kompakt und die Funktion

[a,6] = [0,00], &= [[A(E)lop
stetig ist, existiert

L = max{||A(t)||op: € [a,0]}.
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Dann erfiillt f: J x R™ — R", (t,y) — A(t)y + b(t) eine globale Lipschitzbe-
dingung mit Lipschitzkonstante L, denn fiir alle t € J und y, 2 € R" ist

(8 2) = ft,y)l [A(t)z + b(t) — A(t)y — b()[| = [|A)(z = y)
< [A® lopllz = wll < Lilz = yl.

Nun ist C(J,R") ein Banachraum bzgl. der Supremumsnorm. Fir v €
C(J,R™) definieren wir eine Funktion 7'(y): J — R" via

T(v —yo—l—/f

Wie im Beweis von Satz 4.2 sehen wir, dass T'(y) € C'(J,R"). Insbesondere
ist also T" eine Selbstabbildung

T: C(J,R") = C(J,RM).

Wie im Beweis von Satz 4.2 sehen wir, dass 7V fiir jedes j € Ny Lipschitzstetig
ist mit Lipschitzkonstante (L)’ /4!, wobei € := max{b—tg, to—a}. Nach dem
Satz von Banach-Weissinger hat T" einen Fixpunkt v und wir sehen wie im
Beweis von Satz 4.2, dass v die gesuchte Losung des Anfangswertproblems
ist. U

5 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Kapitel fithren wir das Studium linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung fort und studieren insbesondere die Menge aller maximalen
Losungen. Im Falle einer homogenen linearen Differentialgleichung im R™ ist
die Lésungsmenge (wie wir sehen werden) ein n-dimensionaler Vektorraum,
im Fall einer inhomogenen linearen Differentialgleichung ein affiner Raum.

Wir betrachten zunachst eine homogene lineare Differentialgleichung

y'(t) = At)y(t) (19)

im R", wobei A: J — R™" eine stetige matrixwertige Funktion auf einem
nicht entarteten Intervall J C R ist. Wir schreiben L, fiir die Menge aller
auf ganz J definierten Losungen ~: J — R™ der Differentialgleichung (19).
Dann ist also Lj, eine Teilmenge des reellen Vektorraums C'(J, R™) aller R"-
wertigen stetig differenzierbaren Funktionen auf J.
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Satz 5.1. Ly, ist ein n-dimensionaler Untervektorraum von C*(J,R™). Fiir
jedes ty € J st die Punktauswertung

Eto - Lh — Rn7 Y ’Y(tO)
ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis. Die Nullfunktion 0: J — R™, ¢ +— 0 ist in Ly, denn 0'(¢) = 0 =
A(t)0 = A(t)0(t) fiir alle t € J. Sind v,n € Ly und r, s € R, so ist

(ry+sn)(t) = /(1) + 80 (t) = rA[)Y(t) + sA(H)n(t) = AE)(ry () + sn(t)
= A@)((ry +sm)(t))

fiir alle t € J, also ist ry + sn € Lj, und somit L; ein Untervektorraum von
CY(J,R"). Fiir ty € J ist &, eine lineare Abbildung, da

et (ry £ 5m) = (ry + sn)(to) = ry(to) + sn(to) = rew (7) + se4, ().
Die Abbildung ¢y, ist surjektiv, weil fiir yp € R" das Anfangswertproblem

{y’(t) = Al)y()

y(to) = W

nach Satz 4.4 eine Losung v: J — R™ besitzt; dann ist ndmlich e, (v7) =
v(to) = yo. Aufgrund der Eindeutigket der auf J definierten Losung des An-
fangswertproblems ist v mit €, (7) = yo eindeutig, somit &, auch injektiv.
Also ist g4, eine bijektive lineare Abbildung und somit ein Isomorphismus
von Vektorrdumen. Insbesondere ist L, = R™ und somit L, (wie R") ein
n-dimensionaler Vektorraum. [J

Definition 5.2. Da L, ein n-dimensionaler Vektorraum ist, existiert eine
Basis 71, ...,7v, des Vektorraums L;; man nennt eine solche Basis auch ein
Lésungsfundamentalsystem fiir die homogene lineare Differentialgleichung

y = Aty
Bemerkung 5.3 (a) Gegeben ¢, € J ist nach Satz 5.1 die Abbildung
Ly =R, vy (t)

ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Somit bilden Funktionen vy, ...,, €
L, genau dann eine Basis von Lj, (also ein Losungsfundamentalsystem), wenn
die Vektoren

M (to), .-, Yn(to)
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eine Basis von R" bilden, also die Matrix

D(to) :== (n(to), -, (o)) € R*”

mit den Spalten v (to), ..., va(to) invertierbar ist.

(b) Ist v1,...,vn € Ly ein Losungsfundamentalsystem der homogenen
linearen Differentialgleichung 3y’ = A(t)y, so ldsst sich jede Losung v € Ly
als Linearkombination

P)/:rlf)/l—i_"'_'_rnﬁ)/n

schreiben mit eindeutig festgelegten reellen Zahlen 7, ..., 7, (und jede solche
Linearkombination ist eine Losung). Fiir jedes ¢t € J ist also

T
V() = rn(t) + -+ rava(t) = (1)
rn
mit der (n x n)-Matrix ®(t) = (71(t), ..., 7(t)).
(c) Gegeben ty € J und yy € R™ definiert
Y(t) = () D(to) Ty fiir t € J (20)

eine Losung v € Ly, derart, dass v(tg) = ®(to)® (o) 'vo = yo. Also ist (20)
eine Formel fiir die maximale Losung des Anfangswertproblems 3’ = A(t)y,
y(to) = Yo-

Satz 5.4. Fs sei tg € J. Fir Funktionen vy, ...,v, € L sind daquivalent:

(a) Y1,..., 7 ist ein Lisungsfundamentalsystem fiir die homogene lineare
Differentialgleichung y' = A(t)y;

(b) Die sogenannte Wronski-Determinante
W(to) = det(%(to), e ,’Yn(to))
15t von Null verschieden.

Beweis. Nach Bemerkung 5.3(a) ist 71, . . ., 7, genau dann ein Losungsfundamentalsystem,
wenn die (n x n)-Matrix ®(ty) = (71(to), ..., Vn(to)) invertierbar ist, also
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Beachte: Ist W(ty) # 0 fiur ein ty € J, so ist 7,...,7, ein Losungs-
fundamentalsystem, somit W (t) # 0 fiir jedes t € J.

Beispiel 5.5 (Ein dreieckiges System). Fiir die homogene lineare Differen-

tialgleichung
10
v0=( 5§ )0 1)

(mit J := R) wollen wir ein Losungsfundamentalsystem finden. Hierzu lésen
wir zunéchst das Anfangswertproblem mit ¢y = 0, y(0) = yo in zwei Féllen:

Ist yo = €3 = (0,1)7, so ist das Anfangswertproblem (21) fiir y(t) =
Y(t) = (Y1(t), 12(t)) dquivalent zu

Ui(t) = (), 1(0) =0 (22)
Uy(t) = 2tn(t) +¢a(t), 12(0) = 1. (23)

Die eindeutige auf R definierte Losung 11 : R — R von (22) ist die Nullfunk-
tion ¢, = 0 (siehe Satz 3.3). Setzen wir dieses ¢, in (23) ein, so erhalten wir
das Anfangswertproblem

Vy(t) = a(t),  12(0) =1

mit der eindeutigen auf R definierten Losung ¢o: R — R, y(t) = e'. Wir
haben also

ViR =R, w(t):(%).

e

Ist nun yo = e; = (1,0)7, so ist das Anfangswertproblem (21) fiir y(t) =
o(t) = (61(t), p2(t)) Aquivalent zu

A(t) = o), ¢1(0) =1 (24)
Gy(t) = 2t01(t) + da(t),  $2(0) = 0. (25)

Die eindeutige auf R definierte Losung ¢;: R — R von (24) ist ¢; = €.
Setzen wir dieses ¢; in (25) ein, so erhalten wir das Anfangswertproblem

Ph(t) = 2te" + o(t), ¢2(0) =0

mit der eindeutigen auf R definierten Losung ¢o: R — R, ¢o(t) = t2 et (vgl.
Satz 3.4). Wir haben also

bR R o= (5, ).
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Da ¢(0) = e; und 9(0) = ey, erhalten wir fiir die Wronski-Determinante mit
to == 0

W(0) = det(ey, e2) = det ( (1) ? > =1

Da W(0) # 0, ist ¢, ein Losungsfundamentalsystem fiir die homogene li-
neare Differentialgleichung (21).

Es sei nun A: J — R™"™ eine stetige matrixwertige Funktion und zudem
b: J — R" eine stetige vektorwertige Funktion; wir betrachten die inhomo-
gene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

y'(t) = A(t)y(t) + b(t) (26)

in R". Es sei L; die Menge aller auf ganz J definierten Losungen ~: J —
R”™ der inhomogenen linearen Differentialgleichung (26). Weiter sei L; C
C'(J,R") der Untervektorraum der auf J definierten Losungen der zugehorigen
homogenen linearen Differentialgleichung

y'(t) = A)y(t).
Dann gilt:

Satz 5.6. L, ist ein n-dimensionaler affiner Unterraum des reellen Vektor-
raums C*(J,R™). Fir jedes y, € L; gilt

L; = Yp T+ Ly,. (27)

Beweis. Es ist L; # (0, weil es nach Satz 4.4 auf ganz J definierte Losungen
der betrachteten inhomogenen linearen Differentialgleichung gibt. Fiir jedes
v e CHJ,R") ist

a(y): J =R a(y)(t) :=~(t) — A@)(t)
eine stetige Funktion und die Abbildung
a: CHJR") = C(J,R"), ~ a(y)
ist offenbar linear. Da ker(a) = Ly und L; = {y € CY{J,R"): a(y) =

b}, kénnen wir elementare Resultate iiber lineare Gleichungen anwenden:
Wahlen wir v, € L;, so ist
Li = + Lh
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(da sich je zwei Losungen einer inhomogenen Gleichung «(+) = b nur durch
Addition einer Losung der homogenen Gleichung unterscheiden und umgekehrt
Addieren einer Losung der homogenen Gleichung zu v, wieder auf eine Losung
der inhomogenen Gleichung fithrt). [

In traditioneller Sprechweise kann man (27) auch so lesen:

Die allgemeine Losung einer inhomogenen linearen Differentialgleichung ist
die Summe einer speziellen (“partikuldren”) Lésung der inhomogenen Glei-
chung und der allgemeinen Loung der zugehorigen homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung.

Satz 5.7 (Variation der Konstanten). FEs seien J C R ein nicht entartetes
Intervall, A: J — R™ "™ t +— A(t) eine stetige matrizwertige Funktion,
b: J — R" eine stetige vektorwertige Funktion und ty € J, yo € R™. Weiter
S€L Y1, .., Y € CH(J,R™) ein Losungsfundamentalsystem der homogenen lin-
earen Differentialgleichung

und
() = (D), .., () € GL,(R).
Dann ist v: J — R",
v(t) = () (@(to)_lyo —i—/t ®(s)71b(s) ds) (28)

die auf ganz J definierte Losung des Anfangswertproblems

y'(t) = A()y(t) +b(t), y(to) = vo-

Beweis. Fiir die Losung v: J — R™ des obigen Anfangswertproblems
machen wir den Ansatz

(1) = (t)e(?)
mit einer C'-Funktion ¢: J — R" (und werden sehen, dass dies funktioniert!)
Die Anfangsbedingung ist dquivalent zu

Yo = Y (to) = ®(to)c(lo),

also

c(to) = D(to) " (1o)- (29)
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Nun ist
Y (t) = ' (t)e(t) + 2(X) (1) = A(t)R(t)e(t) + B(t)c' (1),
Einsetzen in die DGL fiihrt auf die dquivalente Bedingung
A)D(t)c(t) + @(t)d (t) = A(t)D(t)c(t) + b(t),

also
also

Fir die Stammfunktion erfordert dies
t

c(t) = c(to) +/ ®(s)7'b(s) ds = P(tg) yo +/ ®(s)"'b(s) ds,

to to

wobei ¢(ty) aus (29) eingesetzt wurde. Also ist y(t) = ®(t)c(t) von der
Form (28). O

Bemerkung 5.8 Ist v,...,7, € L, € C*(J,R") ein Losungsfundamental-
System von

y'(t) = Alt)y(t)

mit einer stetigen matrixwertigen Funktion A: J — R™™ und I C J ein

nicht entartetes Intervall, so ist 71|z, ..., v.|r ein Losungsfundamentalsystem
von y'(t) = Al (t)y(t).
Denn offenbar sind 1|7, ..., 7,|r auf I definierte Losungen der letzteren Dif-

ferentialgleichung. Wahlen wir ¢, € I, so erhalten wir fiir die Wronski-
Determinate zudem

det(nlr(to), -, ml1(to)) = det(yi(to), - -, (o)) # 0.

6 Lineare Systeme erster Ordnung mit
konstanten Koeffizienten

Wir betrachten nun homogene lineare Differentialgleichungen y/'(t) = Ay(t)
mit einer festen Matrix A € R™". Am Ende des Kapitels gehen wir auch
kurz auf inhomogene lineare Differentialgleichungen der Form

y'(t) = Ay(t) + b(t)
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ein, die wiederum konstante Koeffizienten haben in dem Sinn, dass A € R™*"
eine feste Matrix ist (und nicht wie bisher eine allgemeine stetige matrix-
wertige Funktion). Das Hauptergebnis des Kapitels ist der folgende Satz.

Satz 6.1. Es seien A € R™" ty € R und yo € R". Dann ist
v R = R, e 04y,

die mazimale Losung des Anfangswertproblems
y(t) = Ay(®),  ylto) = vo.

Zudem gilt: Seien vi(t),. ..,y (t) firt € R die Spalten der Matriz e*—104,
Dann bilden ~v1,...,7,: R — R™ ein Losungsfundamentalystem fir die ho-
mogene lineare DGL y'(t) = Ay(t).

Wir benutzen hierbei die Matrix-Exponentalfunktion.

Definition 6.2. Ist A € R™" eine reelle (n x n)-Matrix, so definieren wir
eine reelle (n x n)-Matrix e via

oo
et = E
k=0

Allgemeiner definieren wir e € C™™ via (30) fiir jede komplexe (n X n)-
Matrix A. Die Abbildung

| —

AR, (30)

™

exp: C™*" — C™*"

(und die entsprechende Abbildung R™™ — R™") nennt man die Matriz-
Exponentialfunktion.

Man beachte, dass die Exponentialreihe in (30) fiir alle A € C"*™ konvergiert.
Um dies einzusehen, sei || - || eine Norm auf C™* und || - ||op: C**"™ — [0, 00|
die entsprechende Operatornorm,

[Allop == sup{[[Az]: z € C": [[z[] < 1} € [0, 00[.

Wie jede Norm (die ja alle dquivalent sind) definiert || - ||o, die Topologie von
Cm*n =~ C° . Die Operatornom ist submultiplikativ: Es gilt

[ABllop < [[Allop | Bllop
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fiir alle A, B € C™", woraus [|A*||o, < ||A||F, fiir alle k& € N folgt. Weiter
gilt [|1]|lop = 1 und somit, [|A*[|o, = [|1]jop = 1 = [|A]|E, auch fiir k = 0. Nach
dem Vorigen ist

3l < e =t <o
k=0 ) k=0

Die Reihe Y 77, %Ak ist somit absolut konvergent und folglich konvergent,
da (C™"||-||op) ein Banachraum ist (siche Prof. Glockners Analysis 2-Skript
vom Sommersemester 2019 in Panda, Satz 9.18).

Wir miissen die Matrixexponentialfunktion zunachst besser verstehen: Zum
einen, um Satz 6.1 beweisen zu kénnen; zum anderen, um die im Satz vor-
kommende Matrix e(*~*)4 konkreter ausrechnen zu kénnen.

Satz 6.3 (Eigenschaften der Matrixexponentialfunktion). Es seien A, B €
C™*™. Dann gilt:

(a) Fiir die Nullmatriz 0 € R™" st ¢® = 1 € R™" die Einheitsmatriz.
(b) (Diagonalmatrizen). Fir all Ay,..., A, € C gilt

An) = diag(e, ..., eM).

(c) (Blockdiagonalmatrizen). Ist A = diag(Ay,...,A,) eine Blockdiago-
nalmatriz, wobei n =ny +---+n, und A; € C*" firje{l,...,r},
S0 15t

(d) Ist T € GLn(C), so gilt 75T = TeBT1,

(e) Vertauschen die Matrizen A und B (d.h. gilt AB = BA), so ist eM8 =
eteB.

(f) Fiir alle s,t € R ist elt+9)4 = etAesA,
(g) Esist et € GL,(C).

(h) Die Matrizezponentialfunktion exp: C™" — C™ ", C s €% ist dif-
ferenzierbar an der Stelle 0 mit exp’(0) = id, also exp’(0)(C) = C' fir
alle C € C™*".
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(i) Esist Le't = Aet = ' A.
j) Ist A nilpotent mit A™ =0, so ist e* = S " LAF.
k=0 &I

Bemerkung 6.4. Satz 6.3 ermoglicht uns (zumindest im Prinzip), fiir jede
Matrix A € C™*" und jedes t € R die Matrix

etA

explizit zu berechnen, wie folgt: Nach dem Satz iiber die Jordansche Nor-
malform aus der Linearen Algebra 2 existiert eine Matrix B € C"*™ in Jor-
danscher Normalform derart, dass

A=TBT™!

mit einer invertierbaren Matrix 7' € GL, (C). Es ist also B eine Blockdiago-
nalmatrix

B = diag(J1,...,J,)

mit gewissen Jordan-Blocken Ji, ..., J,.. Dann ist
tA=TtB)T™*
mit tB = diag(t.Jy,...,tJ,) und nach Satz 6.3 (d) und (c) folglich
e = TePT™! = T diag(tJy,. .. tJ.)T "

Wir miissen also nur noch e*’/ berechnen kénnen fiir einen Jordan-Block J €
Cm*m der Form

A1 0 0 0
0O X 1 0 0
J=1 -~ . . . . - | =A1L+N
0 0O 0 X 1
0 0O 0 0 A
mit A € C und
0 1 0 O 0
0 0 1 0 0
0 0O 0 0 1
0 0O 0 0



In den Potenzen N* rutscht die Nebendiagonale mit Einsen in jedem Schritt
eins weiter in die rechte obere Ecke; ist etwa m = 4, so ist

0100 0010 0 001
o010 , o001 , | ooo0o
N= 0001/’ N = 0000 |’ N = 0000 |’
0000 0000 0000

und somit
1t t3/2 t3/6
v _ |01t )
00 1 t
00 O 1
Fir allgemeines m € N ist analog
1t 22 3/6 - t™ 1/ (m—1)
m-1 0o 1 ¢t /2 - t"2/(m—2)!
N _ Lok ak A :
e’ = Z k!t N* = . . : .
k=0 0 - 0 0 1 /
0 -~ 0 0 0 1
Da die Matrix tA1 (als Vielfaches der Einheitsmatrix) mit tN vertauscht,
folgt mit Satz 6.2 (b) und (e) weiter
1t /2 2/6 - "/ (m—1)!
o 1 ¢t /2 - t"2/(m—2)
etJ — et)\l-i-tN — et)\letN — et)\etN — et)x . .. .. .. ..
o --- 0 0 1 t
0O --- 0 0 0 1

Mithilfe der Jordanschen Normalform konnen wir ¢4 also berechnen (und
insbesondere e4), oder jedenfalls im Prinzip — da wir die Transformations-
matrix 7" und die Jordansche Normalform B von A natiirlich nicht immer
explizit kennen (dies erfordert ja Kenntnis der Eigenwerte und somit Kennt-
nis der Nullstellen des charakteristischen Polynoms von A, eines Polynoms
nten Grades!)

o0

Beweis von Satz 6.3. (a) Da 0 = 0 fiir alle k € N, ist ¢ = Y7 50 =
10 '

50" = 1.

ol
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(b) Fiir jedes k € Ny ist (diag(\y, ..., \,))" = diag(\}, ..., \F), somit

N N N
Z dlag (M- An))F = diag (Z yklf”ZyAi) :
=0 k=0 k=0

Fiir N — oo folgt die Formel aus (b).

(c) Wird analog bewiesen; man ersetze Ay, . .., A, durch die Diagonalblécke
Ay, ..., A, im Beweis von (b).

(d) Fiir N € Ny ist

?:|~

|
M\
Es folgt
Al Al
Bp—1 : Lk -1 _ L pk —1
T - T(&;I%OZMB)T ]&;I%OT<ZMB)T
k=0 k=0
N
= lim Y —(TBT ) =BT

N—oo

(e) Die Reihen Y ;7 A% und >°77 ) LB sind absolut konvergent. Da
die Matrixmultiplikation

CTLXTL X (CTLXTL — CTLXTL

bilinear ist, konnen wir die Cauchysche Produktformel anwenden (in der
Form von Lemma 6.5). Die Reihe

- 1.1 ,
E ¢ mit ¢ = E — A __Bk-i
L™ g 31 (k=)

ist daher absolut konvergent und es ist

P gAY B =D =
k=0 k=0 k=0




da

L - ( ABYI = (A 4 BYF
Ck‘HZj!(k—j)! ‘H.X; j “uA+B
= J:

unter Benutzung des binomischen Lehrsatzes (der in jeder assoziativen reellen
Algebra fiir (A + B)* mit kommutierenden Elementen A und B giiltig ist,
per Induktion nach k£ € N wie in der Analysis 1).
(f) Da die Matrizen tA und sA miteinander vertauschen, gilt nach (e)
t+s)A 6tAJrsA — 6tA€SA.
(g) Da A und —A vertauschen, gilt nach (e) und (a) 1 = €® = eA+4) =
ete™. Also ist e” invertierbar mit Inverser e=4.
(h) Wir wéhlen eine Norm || - || auf C" und schreiben || - ||op flir die
zugehorige Operatornorm auf C*™*". Sei id: C™*" — C™" die identische

Abbildung. Fiir C' € C™" ist dann

el

=1 =1
exp(C) =) Eck =0+C+ ) Eck = exp(0) +id(C) 4+ R(C)
k=0 k=2

mit

Wir haben zu zeigen, dass

lim () =0,
=0 [|Cllop

oder aquivalent dazu, dass

L IRy

= 0. 31
el (31

Da die reelle Exponentialfunktion R — R, z + e” an der Stelle 0 differen-
zierbar ist mit Ableitung ¢” = 1 und Funktionswert ¢® = 1, haben wir eine
affin-lineare Approximation

e =14z + p(z)

mit lim,_, le@| — ), Gegeben £ > 0 gibt es also ein ¢ > 0 derart, dass

||

lp(x)| < elz| fir alle z € R mit |z| < 0.
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Hierbei ist
T = 1 k
plx)y=€¢"—1—x= Al
k=2

Fiir alle C € C*" mit ||C||op < 0 folgt nun

=1 =1
IR(C)lop <D EHC’“Hop <> g(HCHop)’“ = p([[Cllop) < el Cllop-
k=2 k=2

Also gilt (31).
(i) Nach (g) ist die Funktion R — C™" ¢t + et an der Stelle t = 0
differenzierbar mit

d tA _ .
— =id(A) = A.
dt li—o" id(4)
Nun ist nach (f)
e(t—i—s)A _ etAesA _ GSAGtA.

Also existiert die Ableitung %e“‘ an der Stelle ¢t und ist gegeben durch

d tA d (t+s)A d tA _sA tA d sA tA
—e't = — e = — eett) = " — e’ = e A.
dt ds ls=0 ds s:O( ) dsls=0

Ebenso ist £e'4 = £| _ (es4el) = Ae'4,

(j) Ist A™ = 0, so ist auch A* = 0 fiir alle k& > m und folglich e =
oo m—1
Zk:o %Ak = Zk:O %Ak‘ O

Es sei daran erinnert, dass jede bilineare Abbildung §: F; x Ey — F au-
tomatisch stetig ist, wenn F;, F5 und F' endlich-dimensionale Vektorraume
sind (vgl. Prof. Glockners Skript zur Analysis 2 im SoSe 2019 in Panda,
Satz 10.6(b)). Sind || - ||1, || - || und || - || Normen auf E;, Ey bzw. F, so ist
also

1Bllop := sup{[|B(z1, 22)||F: (1, 72) € E1 X Ey mit ||z1][1, [|22]]2 < 1} < oo

Insbesondere ist die bilineare Matrixmultiplikation g: C**" x C"*" — C"*",
B(A, B) := AB stetig, was allerdings auch direkt klar ist, denn ||8]/op, < 1
wegen

18(A; B)llop = [ABllop < [[Allop | Bllop <1

fur alle A, B € C"*™ mit || Al|op, || Bllop < 1 (vgl. auch Satz 10.5 im genannten
Skript). Wir wenden folgendes Lemma nur auf £ := Fy := F := C"*" an.
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Lemma 6.5 (Cauchysche Produktformel). Es seien (Ey,| - 1), (E2, ] - |2)
und (F, ||-||r) reelle Banachrdaume und 5: Ey x Ey — F eine stetige bilineare
Abbildung. Weiter sei y oo, ai eine absolut konvergente Reihe in Ey und
ZZOZO by eine absolut konvergente Reihe in Es. Fur alle k € Ny set

k

Cr ‘= Z B(ah bk,]’).

§=0
Dann gilt:

(a) Die Reihe Y .- ¢k ist in F' absolut konvergent.

(b) Bs ist B( S22 @k oo br ) = Lo e

Beweis. Die Reihen Y2 |lag|li und >°;7, ||bk||2 sind oer Voraussetzung
absolut konvergent. Nach der aus der Analysis 1 bekannten Cauchyschen
Produktformel fiir reelle Zahlenfolgen ist auch die Zahlenreihe

00 k
D dp mit dy =Y [lag|llbe—s]
k=0 j=0

absolut konvergent, mit

Pi=Yd = (3 ol ) (D0 ewlls) = tim ™ flall D libela
k=0 k=0 k=0 k=0 /=0

Die Reihe > ;7 ¢ ist in F' nach dem Majorantenkriterium absolut konver-
gent, da

k

Zﬁ(ajabk j

Jj=0

k

<> IB(ag biy)llF < HﬂHopZH%H 1bx—5ll2 = 1l Bl opdi

7=0

lekllr =

mit > 27 o | Bllopdi = 1| 8]|op ZZ’;O dr < 0o. Gegeben € > 0 gibt es ein my € N
derart, dass

‘P de‘<€/2 und ‘P ZZ“%H el

k=0 ¢=0
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fur all m > mg und somit

e = | Y il = di)
k,6=0 k=0
= | > lallilibellz = > lallfibellz
k=0 k+6<m
= | > Hak\|1||be|!z) = > laxllullbells
(k) eAm, (k) eAm,
mit
A, ={(k,0) €{0,1,...,m}*: k+{>m}.
Also ist

I
NE
=
=
S
|
]
=
=
s

I
: T
(] =
=S
—

Q

T

S

~
—

(k0)EA,
< > lIBlak byl
(k)N
< Bl D Narllallbells < lIBllope
(k0)EAM

und fiir m — oo folgt

o0

PSS-S
k=0 =0 k=0

was beliebig klein gemacht werden kann. Die linke Seite ist also 0 und somit

gilt B( 20020 ars 2oitobe) = 2o O

h < 1Bllop €,
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Beweis von Satz 6.1. Nach Satz 6.3(a) ist v(0) = ey = 1yo = yo. Aus
Satz 6.3(i) folgt, dass 7 differenzierbar ist, mit

d, d B
’}/,(t) _ %(e(t to)AyO) _ (%e(t to)A)yO _ Ae(t to)AyO _ A"y(lf)

Dies ist eine stetige Funktion von t (weil v als differenzierbare Funktion
stetig ist), folglich v eine C'*-Funktion und die Losung des im Satz genannten
Anfangswertproblems.

Mit yo := e; sehen wir insbesondere, dass v;(t) := e(!"0)4e; eine Losung
v;: R — R™ des Anfangswertproblems y/(t) = Ay(t), y(to) = e; definiert,
fir alle j € {1,...,n}. Also sind 71,...,7,: R — R" Losungen der homo-
genen linearen Differentialgleichung /() = Ay(¢). Diese bilden ein Losungs-
fundamentalsystem, denn die Wronski-Determinante hat fiir £, den Wert

W(to) = det(%(to), c. ,’)/n(t())) = det(el, .. ,6n> = det(l) =1 7é 0. O

Bemerkung 6.6. Wir untersuchen nun, wie sich die mit Variation der
Konstanten bewiesene Losungsformel fiir Anfangswertprobleme der Form
y(t) = A(t)y(t) + b(t) aus Satz 5.7 vereinfachen ldsst im Falle einer inho-
mogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.

Sei J C R ein nicht entartetes Intervall, b: J — R" eine stetige vektor-
wertige Funktion, A € R™"*" eine feste Matrix, t5 € J und yo € R". Setzen
wir 7;(t) == et e, fiir j € {1,...,n} und t € J, so bilden die Funktonen
Y1y s Yn: J = R™ ein Losungsfundamentalsystem der homogenen linearen
Differentialgleichung 3/(t) = Ay(t), welche wir als eine Differentialgleichung
mit rechter Seite

fr JxR*"—=R" (t,y)— Ay

auffassen (siche Satz 6.1 und Bemerkung 5.8). Fiir jedes ¢t € J ist dann

O(t) = (n(t), ..., Yu(t)) = el=104

und insbesondere ®(ty) = €" = 1. Die Losungsformel aus Satz 5.7 fiir die

auf J definierte Losung v: J — R™ des Anfangswertproblems
y'(t) = Ay(t), y(to) =wo

nimmt somit folgende Gestalt an:

t t
y(t) = elt=t0)A (yo +/ e~ (Tt Ap (1) dT) = =ty —i—/ e=Ab(r) dr,

to to

tfto)A (t()fT)A (tfto)A%*(tofT)A — t,.,-)

wobei e! e =e e(=74 gerechnet wurde.
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7 Differentialgleichungen hoherer Ordnung,
insb. lineare mit konstanten Koeffizienten

In diesem Kapitel fithren wir Differentialgleichungen mter Ordnung und den
Begriff einer Losung einer solchen Differentialgleichung ein. Eine Differen-
tialgleichung hoherer Ordnung lasst sich immer als ein System von Differen-
tialgleichungen erster Ordnung “umschreiben”, so dass wir auf die Theorie
der vorigen Kapitel zuriickgreifen konnen. Von besonderer Wichtigkeit in
den Anwendungen sind lineare Differentialgleichungen in R mit konstanten
Koeffizienten, denen die zweite Halfte des Kapitels gewidmet ist.

Definition 7.1 Es seien n,m € N und f: U — R" eine Abbildung auf einer
Teilmenge U C R x (R™)™. Eine Differentialgleichung mter Ordnung in R™
mit rechter Seite f ist eine Gleichung der Form

y ") = fty(0).y' (1), y I (0), (32)

Eine Lésung der Differentialgleichung (32) ist eine C"™-Funktion v: I — R"
auf einem nicht entarteten Intervall I C R derart, dass

(t,y(@),...,. Y™ V) eU firalletel

und
F(E) = f(t (), .. /"D ()).

Ist v: I — R™ eine Losung von (32), so konnen wir C''-Funktionen
MyeeyNm: I — R”

definieren via

m =7
n o=
M = A"
Dann gilt also
n,=m firalle j € {1,...,m— 1}, (33)
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Weiter gilt

(1) = (YD) () = A1) = F(t,7(8), . /") = FEm (D), (1),

(34)
Nach (33) und (34) erfilllt n = (n1,...,9m): I — (R")™ = R™ also das
System von Differentialgleichungen erster Ordnung

(W) = w(l)
W) = uslt)
iy () = ()
L un,(t) = f(tua(t), ... um(t)).

Kompakter hingeschrieben erfiillt 7 somit die Differentialgleichung

u'(t) = g(t, u(t)) (35)

mit u = (uq, ..., u,) und

Uz
us3
g:U—= (R™M" =R g(t,ug,...,Uy) =
um
fltug, ..o uy).

Sei umgekehrt n = (91, ...,mm): I — (R™)™ eine Losung der Differentialglei-
chung (35) mit den C'-Funktionen 7y,...,n,: I — R™. Per Induktion ist
dann 7; eine C**™ J-Funktion fiir alle j = m,m — 1,...,1. In der Tat ist
ja ny, eine C'-Funktion und ist j € {1,...,m — 1} und n;4; eine C1+m=I~L
Funktion, so ist

0 = N1
eine C'*™J~1_Funktion und somit 7, eine C (I+m—j—D+1_Fyunktion, also C1+"J.
Insbesondere ist v := n; eine C"™-Funktion und per Induktion ist
(9)

Y= N+

fir alle j € {0,1,...,m — 1}. Folglich ist
() = (YY) = 1, (8) = FEmE), () = FE (), T H (@),
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also v eine Losung der Differentialgleichung (32) mter Ordnung.
Wir haben gezeigt:
Satz 7.2 (Umschreiben als System erster Ordnung)

(a) Fiir jede Losung v: I — R™ von (32) ist n := (v,7/,...,7™ V) eine
Lésung von (35).

(b) Fir jede Losungn = (1,...,0m): I — (R™)™ von (35) ist v := ny eine
Lésung von (32). O

Definition 7.3 Eine Differentialgleichung der Form®
YU () + ama (YT (E) + -+ a8y (8) + ao()y(t) = b(?)

mit stetigen Funktionen ag,...,a,,_1: J — Rund b: J — R auf einem nicht
entarteten Intervall J C R heifit lineare Differentialgleichung mter Ordnung
in R. Ist b die Nullfunktion, so heiflt die lineare Differentialgleichung ho-
mogen, andernfalls inhomogen. Sind die Funktionen ay, ..., a,,_1 konstant,
die DGL also von der Form

Y () + a1y ™) + -+ ary (8) + aoy(t) = b(t)

mit reellen Zahlen aq, aq, ..., a,,_1, so spricht man von einer linearen Differ-
entialgleichung mter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Satz 7.4 Seien J C R ein nicht entartetes Intervall und ag, . .., 0py,—1: J = R
sowie b: J — R stetige Funktionen. Weiter sei L, € C™(J,R) die Menge
aller auf J definierten Losungen y: J — R der homogenen linearen Differential-
gleichung

Yy () + am (YT + -+ ()Y (1) + ao(t)y(t) = 0. (36)

Dann ist Ly, ein m-dimensionaler Untervektorraum von C™(J,R). Fir jedes
tg € J ist die Abbildung

Ly = R™, v (v(to), (o), ..., 7™ V(to)) (37)

SAlso Y™ (t) = —am-_1(t)y™ Y — - —ar(t)y' () — ao(t)y(t) + b(t).
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ein Isomorphismus von reellen Vektorrdumen. Die Menge L; C C™(J,R)
aller auf ganz J definierten Losungen der inhomogenen linearen DGL

YO () + ama (DY) + -+ an()y (1) + ao(t)y(t) = b(t) (38)

ist nicht leer und von der Form L; = v, + Ly mit einem beliebigen vy, € L;.

Beweis. (a) Sei L, € C'(J,R™) die Menge der auf J definierten Losungen
der homogenen linearen Differentialgleichung

un(t) = ua(t)
U1 (1) = um(t)
U () = —amo1 (O)tm(t) = - - — ao(t)ua (t)

erster Ordnung in R", also der Differentialgleichung
u'(t) = A(t)u(t)

mit der stetigen matrixwertigen Funktion A: J — R™*™,

0 1 0 0 e 0
0 0 1 0 e 0
Alt) = N 39
Q 0 0 e 0 1 0 (39)
0 0 e 0 0 1
—CLO(t) —a (t) s —am_g(t) —am_g(t) —am_l(t)

Dies ist das zur linearen homogenen Differentialgleichung (36) gehérige Sys-

tem (35). Nach Satz 5.1 ist Ly, ein m-dimensionaler Untervektorraum von
CY(J,R™) und die Abbildung

et Ln = R™, > n(to)
ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Nach Satz 7.2 ist die Abbildung
ULy = Lo, v (07, ,9™Y)

eine Bijektion mit Umkehrabbildung Ly — L, n=M,...,0m) = m. Of
fenbar ist ¥ eine lineare Abbildung und somit ein Isomorphismus reeller
Vektorrdume. Also ist

dimg(Ly,) = dimg Zh =m
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und &, o ®: R™ ist ein Isomorphismus; dies ist die Abbildung aus (37).
(b) Ist w = (u1,...,u,) eine auf J definierte Losung der inhomogenen
linearen Differentiagleichung

so ist u; € L; nach Satz 7.2. Also ist L; # 0. Ist v, € L;, soist v, + L, C L;
(wie man sofort nachrechnet) und wir haben Gleichheit der zwei Mengen,
denn ist v € L;, so ist offenbar v — v, € Ly und v =, + (v —,). O

Ein m-Tupel von Lésungen v1, . .., v, € Ly, wird ein Losungsfundamentalsystem
der homogenen linearen Differentialgleichung (36) mter Ordnung genannt,
wenn 7y, ..., Vm eine Basis von L, ist.

Bemerkung 7.5. (a) Gegeben ty € J und y1,...,yn € R ist eine Losung
v: J — R der linearen Differentialgleichung (38) eindeutig festgelegt durch
Vorgabe der Anfangsbedingungen

Y(to) = y1, ¥ (to) = Yas - -, ¥ (t0) = Y.

Im Falle einer homogenen linearen Differentialgleichung (36) ist dies gerade
die Bijektvitdt der Abbildung (37). Sind im inhomogenen Fall v,0 € L,
Losungen mit

Y (te) = n(te) fiir alle j € {0,1,...,m — 1},
soist v — 60 € Ly und (v — )Y (ty) = 0 fiir alle j € {0,1...,m — 1}, somit
~v — 6 = 0 und folglich v = 6.

(b) Insbesondere ist eine auf J definierte Losung v einer linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung eindeutig festgelegt durch Vorgabe der Anfangs-
position y(ty) und der Anfangsgeschwindigkeit ~/(to).

(c) Gegeben stetige Funktionen ay,...,a,—1: J — C (an Stelle von reell-
wertigen Funktionen) sei LY die Menge aller Losungen v: J — C™ = R?™
der Differentialgleichung mter Ordnung

Y ) + a8y () + -+ an(8)y' () + agy(t) = 0
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in C™ = R*". Man rechnet sofort nach, dass L% ein komplexer Untervek-
torraum des komplexen Vektorraums C™(.J, C) ist. Dann definiert (39) eine
stetige matrixwertige Funktion A: J — C™*™ und es ist

W (t) = A(t)u(t) (40)

eine homogene lineare Differentalgleichung erster Ordnung in C™ = R2™,
Man rechnet sofort nach, dass die Menge LY aller auf ganz J definierten
Losungen n: J — C™ der Differentialgleichung (40) ein komplexer Untervek-
torraum des komplexen Vektorraums C*(.J,C™) ist. Als reeller Untervektor-
raum von C1(J,C™) = C}(J,R¥™) hat LS nach Satz 5.1 die Dimension 2m:
somit” ist die Dimension von Z% als komplexer Vektorraum gleich m. Nach

Satz 7.2 ist die Abbildung
U: LS SIS v (1,9, )

eine Bijektion und somit ein Isomorphismus komplexer Vektorraume, weil W
offenbar C-linear ist. Also hat LY als komplexer Vektorraum die Dimen-
sion m (ebenso wie LF).

Satz 7.6 Seien vi,...,vm auf J definierte Losungen einer homogenen lin-
earen Differentialglechung (36) und sei ty € J. Dann sind dquivalent:

(a) Y1,--.,Ym bilden ein Losungsfundamentalsystem fir (36);
(b) Die Spaltenvektoren

71 (t) V(1)
g . : (41)
m—'l m—'l
n" @) (1)
sind linear unabhdngig in R™, d.h. die (m x m)-Matriz
Ti(to) 0 Amlto)
mnto) o (to)
O(ty) = : : :
m—1 m—1
N o) (ko)
st invertierbar;
"Ist by, ..., by, eine C-Basis eines C-Vektorraums V, so ist by, ..., bm,ib1,. .., iby, cine

R-Basis von V' als reeller Vektorraum, wie man sofort nachrechnet.
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(c) FEs gilt
W (s -, 7m) (to) = det D(tg) # 0.

Beweis. Da die Abbildung aus (37) ein Isomorphismus ist, bilden 7y, ..., Yy,
genau dann eine Basis von Ly, wenn die Spaltenvektoren aus (41) eine Basis
von R™ bilden. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass diese Bedingung
zur Invertierbarkeit der Matrix ®(¢o) mit den gegebenen Spalten dquivalent
ist und somit auch zu det ®(¢y) # 0. O

Man nennt W (71, . .., vm)(to) die zugehorige Wronski- Determinante zur Zeit t.

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist der folgende Satz.

Satz 7.7. Es seten m € N und ag,aq,...,a,_1 € R. Weiter seien
A, A ER
und
a4 161, ..., ap+ 15y,
al_iﬁb R Oéf_iﬁf
mit aq,...,ap € R und py,...,00 € R\ {0} die paarweise verschiedenen

Nullstellen des Polynoms
p:C—=C, p(t):=1t"+ am_1t"™ "+ +ait + ao. (42)

Es sei n; die Vielfachheit der Nullstelle X\; von p fir j € {1,...,k} und m;
die Vielfachheit der Nullstellen a; + if; sowie oy —if; fir j € {1,...,0}.
Dann bilden die folgenden reellwertigen Funktionen vont € R zusammen ein
Losungsfundamentalsystem fiir die homogene lineare Differentialgleichung

Y™t am oy -t ay +agy = 0 (43)
mit konstanten Koeffizienten:
o teMit firje{l,....,k} und a € {0,1,...,n; — 1};
o t%etsin(pit)  firje{l,...,0} unda€{0,1,...,m; — 1}

o t“eo‘ftcos(ﬁjt) fUT] S {17 s 76} und a € {0’1’ e My T 1}
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Das Polynom p aus (42) wird das charakteristische Polynom der homogenen
linearen Differentialgleichung (43) mit konstanten Koeffizienten genannt.

Bevor wir Satz 7.7 beweisen, schauen wir uns zwei fiir die Physik relevante
Beispiele an.

Beispiel 7.8 Die Differentialgleichung
y// + w2y =0

mit w > 0 beschreibt in der Physik einen harmonischen Oszillator. Dies ist
eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung. Das charakteristi-
sche Polynom

p(z) = 2* + w?

hat die Nullstellen iw und —iw, also ein Paar komplex konjugierter nicht
reeller Nullstellen der Vielfachheit 1. Es ist iw = a + i mit a = 0, f = w.
Nach Satz 7.7 bilden also die Funktionen

t s e sin(wt) = sin(wt) und > cos(wt)
ein Losungsfundamentalsystem.

Beispiel 7.9. Seien k,w > 0. In der Physik beschreibt die homogene lineare
Differentalgleichung
y// + k:y’+w2y =0
einen gedampften Oszillator. Das charakteristische Polynom lautet
p(2) = 2% + kz + w?
und wir haben

0=p(z)=22+kz+w?=(2+k/2)*+w* - k*/4

genau dann, wenn

(z+k/2)* = k*/4 — w*. (44)
1. Fall (Schwingfall): Ist k*/4 — w < 0, so kénnen wir (44) schreiben als

(z 4+ k/2)* = —(w?* — k*/2)
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mit w? + k%/2 > 0. Wir haben also ein Paar komplex konjugierter, nicht
reeller Nullstellen,

21 = —k/2+i/w? —k%2/4, 2= —k/2—i\Jw?—k?/4
der Vielfachheit 1. Nach Satz 7.7 bilden also die Funktionen
ts e st sin(ty/w? —k?/4) und t— e 3t cos(ty/w? — k2 /4)

ein Losungsfundamentalsystem.

2. Fall (Kriechfall). Ist k/2/4 — w? > 0, so hat p die zwei reellen Nullstellen

M= —k/2—\k?/4—w? und)y = —k*/2 + VE2/4 — w2

der Vielfachheit 1. Offenbar ist Ay < 0 und es ist auch Ay < 0, weil
VK24 —w? < \/k%/4 = k/2. Nach Satz 7.7 bilden die Funktionen

tA\1

t—e und ¢ 2

ein Losungsfundamentalsystem.

3. Fall (aperiodischer Grenzfall). Ist k%/4 — w? = 0, so hat p die doppelte
Nullstelle
A= —k/2.

Nach Satz 7.7 bilden also die Funktionen

kg

U und t—te 2

_k

t—e 2
ein Losungsfundamentalsystem.
Die folgenden drei Hilfssiatze bereiten den Beweis von Satz 7.7 vor.

Lemma 7.10. FEs sei E ein komplexer Vektorraum und 7: E — E eine
antilineare Involution, also eine reell lineare Selbstabbildung derart, dass

T(iz) = —it(xz) furallex € F
und T o1 =1idg. Dann ist

Vi={reE: 7(x)=x}
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ein reeller Untervektorraum von E und E =V @ iV als reeller Vektorraum.
Beweis. Wegen 7(0) = 0ist 0 € V; sind z,y € V und r, s € R, so ist
T(rx 4+ sy) = rr(x) + s7(y) = ra + sy,

somit rz + sy € V. Also ist V ein reeller Untervektorraum von E (Alterna-
tiv: V ist der Eigenraum zum Eigenwert 1 der reell-linearen Selbstabbildung
7: E — E, also ein reeller Untervektorraum von F). Gegeben x € E sind

Re(z) := %(m +7(x)) eV und Im(z):= %(m —7(x)) €V,

denn

r(Re(a)) = 3 (7(x) + 7(x)) = 1 (7(x) + ) = Re(x)
unter Benutzung von 7 o7 = idg und

(Im(z)) = —2%,@(:5) — 2) = Im(a).

Weiter ist

1 1 .
= §(m +7(x)) + ZQ—Z(x —7(x)) = Re(x) + i Im(x).

Alsoist E =V +4V. Ist x € V NV, so ist © = iy fiir ein y € V und somit

iy =z =71(r) = 7(iy) = —it(y) = —iy,

woraus y = 0 und x = iy = 0 folgt. Also ist £ = V @ iV als reeller
Vektorraum. [

Fiir 2 € C und x € FE ist iibrigens
7(2x) = z7(2),
denn ist z = a + 48 mit o, B € R, so ist
T(zz) = 7(ax)+7(ifz) = T(ax)—iT(fz) = at(z)—if1(r) = (a—if)7(x) = Z7(x).

Beispiel. Ein Beispiel fiir die Situation von Lemma 7.10 ist £ := C*(R, C)
und 7: C®(R,C) —» C*(R,C), f — f mit f(t) := f(¢t) (unter Benutzung
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komplexer Konjugation). In diesem Fall ist V' = C*°(R,R) und offenbar
C*(R,C) = C®(R,R) ®iC*(R,R) als reeller Vektorraum.

Lemma 7.11. Es seien E, 7 und V mit E =V &1V wie in Lemma 7.10.
Weiter set

L1y «o.y Ty,
a1+ by, ..., ay + by,
al—ibl, ce am—zbm
eine Basis des komplexen Vektorraums E, wobei xy, ..., Tn, 1y ..., Cm,b1,... 0y €
V.. Dann st
TlyeooyTpyQlye ey Oy bl, ... by

eine Basis des reellen Vektorraums V.

Beweis. Die Dimension des komplexen Vektorraums E ist d = n + 2m.
Betrachten wir E' lediglich als reellen Vektorraum, so ist seine Dimension 2d.
Da F =V @iV als reeller Vektorraum, wobei V' =2 ¢V als reeller Vektorraum
via x +— 1, ist

2d = 2dimg (V).

Der reelle Vektorraum V hat also die Dimension d = n + 2m.

Zur Abkiirzung sei y; = a; + ib; fir j € {1,...,m}; dann ist also 7(y;) =
a; —ib;. Gegeben x € V ist

T=T10 F T+ 21yt ZYm 01T (Y1) o T (Yn)

mit eindeutigen Koeffizienten xq,...,2,,21,...,2m, wy,...,w, € C, weil
ja i, Ty Yty ey Yms (Y1), - o T(Ym) eine Basis des komplexen Vektor-
raums F ist. Wir schreiben z; = «;/2 — if4;/2 mit «o;,5; € R fir j €
{1,...,m}. Daz eV, ist

r=7(x) =Twr 4+ + T + 27 (Y1) + -+ ZnT(Ym) T WYL+ -+ WY

wegen der Eindeutigkeit der Koeffizienten folgt r; = 7 und somit r; € R fiir
alle j € {1,...,m}; weiter folgt

w; =7%; fiuralle je{l,...,m}.

52



Dann ist

ziy; + 27 (y;) = 2y + 7(2595) = 2Re(z;y;) = 2Re(z;) Re(y;) — 2Im(z;) Im(y;)
= ajaj —+ ﬁjbj.

Also ist
rT=rx1 4+ 1T, a0+ Qo + B0y + -+ Bnbim.
Nach dem Vorigen wird der reelle Vektorraum V' durch die n + 2m Vektoren
TlyeeoyTpyQly ey Oy b, b

aufgespannt. Da dimg (V') = n+2m, bilden die genannten Vektoren automa-
tisch eine Basis des reellen Vektorraums V. O

Der folgende Begriff ist aus der linearen Algebra bekannt.

Definition. Ist A ein Endomorphismus eines komplexen Vektorraums FE
und A € C, so ist

ker(A — Nidg) C ker(A — \idg)? C - -
eine aufsteigende Folge von Untervektorraumen von E, also

E, = U ker(A — Nidg)?

jEN

ein Untervektorraum von F; man nennt Fy den Hauptraum (oder auch ver-
allgemenerten Eigenraum) von A zu A € C.

Bemerkung 7.12. Sind A und B Endomorphismen eines Vektorraums F
mit Ao B = Bo A, so ist

B(ker(A)) C ker(A).

Ist ndmlich « € ker(A), so ist ABx = BAx = B0 = 0 und somit Bz €
ker(A).

Aus der linearen Algebra ist weiter bekannt:
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Lemma 7.13 Ist A ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen kom-
plezen Vektorraums E und o(A) = {A1,..., A\n} die Menge der (paarweise
verschiedenen) komplexen Eigenwerte M1, ..., Ay, von A, so ist

E=E), & - ®E, . O

Lemma 7.14. Es seien E ein komplexer Vektorraum, F C E ein Unter-
vektorraum, vy, ..., U, € F linear unabhangige Vektoren und vy, 1 € E mit
Ums1 € F. Dann sind auch vy, ..., V1 linear unabhdngig.

Beweis. Seien A\q,..., A\, € C mit 22”:11 M, = 0. Wére \,,.1 # 0, so

ware
m

Ak

)\m+1

Umgl = — v, € F,

k=1

im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist A, 1 = 0 und somit ZZ;I AU =
0, woraus A\; = --- = \,, = 0 folgt. [J

Bemerkung. Ist F ein komplexer Vektorraum und 7': £ — FE ein Endo-
morphismus, so konnen wir einem durch

p(z) =) b’
=0

mit n € Ny und by, by, ...,b, € C gegebenen Polynom den Endomorphismus
plT) =) b1’
5=0

zuordnen. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die so erhaltene Ab-
bildung
C[X] = Endc(E), p— p[T]

komplex linear und ein Ringhomomorphismus ist (der sogenannte Auswer-
tungshomomorphismus).

Lemma 7.15. (Hauptrdume des Ableitungsoperators). Wir betrachten den
Endomorphismus

D: C®(R,C) = C*(R,C), [~ f
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des C-Vektorraums E := C*(R,C). Sei A € C. Dann ist fir jedes m € N
ker(D — Nidg)™
ein m-dimensionaler komplexer Untervektorraum von E und die Funktionen
R — C, ttoeM
mit a € {0,1,...,m — 1} bilden eine Basis von ker(D — A\id)™.

Beweis. Da .
(D —\idg)™ = Z ( TZ ) ATk DE
k=0
ist fiir jedes m € N der Kern ker(D — Xidg)™ die Menge aller auf ganz R
definierten komplexwertigen Losungen v der homogenen linearen Differen-
tialgleichung

~(m me

() —o

k=0

mter Ordnung und somit ein m-dimensionaler komplexer Untervektorraum
von E (nach Bemerkung 7.5(c)).®

Fiir a € Ny sei nun f,: R — C die durch f,(t) = t%* gegebene Funktion.
Wir zeigen per Induktion nach m € N, dass fy, f1,..., fm_1 eine Basis von

ker(D — Aidg)™
ist und f,,_1 & ker(D — Xidg)™ L.

Induktionsanfang m = 1: Da %e’\t = XM, ist Dfy, = \f, und somit f, €
ker(D — Aidg) enthalten. Da fy nicht die Nullfunktion ist und ker(D — X idg)
nach dem Vorigen ein C-Vektorraum der Dimension 1 ist, bildet die Funktion
eine Basis. Da (D — \idg)? = idg, ist fo & ker(D — Aidg)? = {0} enthalten.

Induktionsschritt: Gegeben m € N sei fo, ..., fn—1 eine Basis fiir ker(D —
Aidg)™ und f,,_; & ker(D — Xidg)™~!. Nach der Produktregel ist

d
_(tme)\t) — mtm—le)\t + )\thAt,
dt
8Aus ~(™) = —Z;n:_ol ( 7;; ))\m_kv(k) folgt per Induktion, dass (") eine C-

Funktion (und somit v eine C™¥J/-Funktion) ist fiir jedes j € N; also jede Losung v
automatisch eine C'*°-Funktion.
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also (D — Nidg)(fn) = mfm_1. Folglich ist

(D=Aidg)" " (fm) = (D=Aidp)™(D=Aidg)(fm) = m(D=Aidp)™ (fm-1) = 0,
also f,, € ker(D — \idg)™ . Zudem ist

(D =X)"(fm) = (D =XN)""1D = Aidg)(fm) = m(D — Xidg)™ *(fm-1) # 0,

da f,_1 € ker(D — Xidg)™ !, Also ist f,, € ker(D — Aidg)™. Wenden wir
Lemma 7.14 auf fy ..., f,, € ker(D — Nidg)™ und f,41 € ker(D — X idg)™*!
an, so finden wir, dass die Vektoren fy,..., f in ker(D — Aidg)™ linear
unabhéngig sind und somit eine Basis des (m+1)-dimensionalen Vektorraums
ker(D — Xidg)™ bilden. O

Bemerkung. Insbesondere bilden nach Lemma 7.15 die Funktionen ¢ +—
t2e* mit a € Ny eine Basis des Hauptraums Ey des Ableitungsoperators D.

Beweis von Satz 7.7. Sei p das durch
m—1
p(z) = 2"+ Z a;z’
§=0

gegebene charakteristische Polynom der vorgelegten homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung mter Ordnung. Sei F := C*°(R,C). Mit dem Ableitungs-
operator D: C*(R,C) — C*(R, C) ist dann

p[D] = Dm + CLm_le_l + cee 4 (llD —f- Qo ldE

in Endc(E), also H := ker(p[D]) € C*(R,C) der (oben Lf genannte) Vek-
torraum aller auf ganz R definierten komplexwertigen Losungen der vorgelegten
Differentialgleichung. Es sei ¢ die Menge aller komplexen Nullstellen von p.
Gegeben \ € o sei n(A\) € N die Vielfachheit der Nullstelle A von p. Dann ist

p(2) = aa(2)(z = )"
mit einem Polynom ¢, und somit
p[D] = qx[D] o (D — Xidg)"™,

also
H()) := ker(D — idg)"™ C kerp[D] = H.
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Da Do p[D] = p[D]o D, ist D(H) C H (siche Bemerkung 7.12). Also lasst
sich D zu einem Endomorphismus von H einschrianken. Da H(\) Teilmenge
des Hauptraums H, von D|¥ ist, ist die Summe

PrNCH

A€o

nach Lemma 7.13 direkt. Nun ist dimc(H(A)) = n(\) nach Lemma 7.15,

also
dimc (@ H(A)) = n(\) =m = dime(H),
A€o A€o
woraus H = @,., H(\) (und Hy = H())) folgt. Nach Lemma 7.15 bilden
die durch
t s e

mit a € {0,1,...,n(\) — 1} gegebenen Funktionen eine C-Basis fiir H(\).
Sei 7: C*°(R,C) — C*(R,C) die komplexe Konjugation von Funktionen.
t

Da F(t) = (Y1), ist
Dor=70D

und somit
T(H) C H

nach Bemerkung 7.12. Also schrénkt sich 7 ein zu einem Endomorphismus
7|8 von H, betrachtet als reeller Vektorraum (und dies ist eine antilineare
Involution). Es gibt k, ¢ € Ny, reeller Zahlen Aq,...,\; und nicht-reelle
komplexe Zahlen py = oy + 0, ..., e = ayp + 15, derart, dass

Alw'-7Ak7ﬂlw"7fu7ﬁi7”'7ZE

die paarweise verschiedenen Nullstellen von p sind. Fir j € {1,...,k} sei n;
die Vielfachheit der Nullstelle A;; fiir j € {1,...,¢} sei m; die Vielfachheit
der Nullstelle y; (und somit auch der Nullstelle 7z;). Nach dem obigen bilden
die reellwertigen Funktionen

t st (45)

mit j € {1,...,k} und a € {0,1,...,n; — 1} sowie die komplexwertigen
Funktionen .
t s tleitetfit (46)

o7



und die komplex konjugierten Funktionen
t s tleXte Pt

firje {1,...,/} und a € {0,...,m;} eine C-Basis fiir H. Nach Lemma 7.11
bilden die Funktionen aus (45) sowie die Real- und Imaginérteile der Funk-
tionen aus (46) eine R-Basis des reell m-dimensionalen Vektorraums

{feH: f=F}=1Ln

Dies war zu zeigen [J
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