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Aufgabe P1 (Topologische Mannigfaltigkeiten).

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen des R? und entscheiden Sie ohne
Beweis, welche davon mit der induzierten Topologie topologische Mannig-
faltigkeiten sind.

(a) My :={(z,y) eR*: 2? —y* =1}

(b) M= {(z,y) € R*: 2? — y* = O};

(c) Mz :={(z,y) € R*: 2> — 1 € N};

(d) My:={(z,y) eR?: |z| —y = -1}

(e) Ms:={(z,y) e R?*: |z| —y < -2}

(f) Ms:={(z,y) e R*: y € -2, —1[};

(g) Mr:={(z,y) e R?*: y € [-4,-3[}

(h) Mg :={(x,y) e R?: y < —5und y € Q}.

Aufgabe P2 (Einpunkt-Kompaktifizierung von R").
Sei X :=R" U {oo} fiir n € N und oo ¢ R". Wir betrachten die Menge

O :={U CR": U ist offen in R"}U{X\ K : K ist kompakt in R"} = O,UO,
von Teilmengen von X.
(a) Zeigen Sie, dass (X, Q) ein Hausdorffscher topologischer Raum ist.

(b) Zeigen Sie, dass (X, Q) auf der Teilmenge R" die gegebene Topologie
O, induziert.

Man kann zeigen, dass der Hausdorffraum (X, O) kompakt ist, also jede
offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.



Aufgabe P3 (Karten)
Sei (X, O) der topologische Raum aus P2 und || - || eine Norm auf R™.

(a) Berechnen Sie f o f fir
f:R"\ {0} - R"\ {0}, mex

und folgern Sie, dass f ein Hom6omorphismus ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung

f(z) wenn z € R\ {0};
F:-X—-X x— oo wenn x = 0;
0 wenn r = oo

ein Homo6omorphismus ist.

(c) Ist X eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit?

Aufgabe P4 (Quotiententopologie).

Sei X ein topologischer Raum und ¢ : X — Y eine surjektive Abbildung.
Wir versehen Y mit der finalen Topologie bzgl. q. Diese Topologie wird auch
Quotiententopologie genannt. Zeigen Sie:

(a) Eine Teilmenge von Y ist genau dann offen (bzw. abgeschlossen), wenn
ihr Urbild unter g offen (bzw. abgeschlossen) ist.

(b) Sei nun Z ein topologischer Raum und f : X — Z eine stetige,
surjektive und offene Abbildung (d.h. f(U) C Z offen fiir alle U C X
offen), dann ist die Topologie auf Z die Quotiententopologie bzgl. f.

(c) Die von R? induzierte Topologie auf dem Einheitskreis S; C R? entspricht
der Quotiententopologie bzgl.

k:R — §?
t — (cos(t),sin(t)).



Aufgabe P5 (Atlanten).

Sei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit dem maximalen Atlas
A. Zeigen Sie:

(a) Sei (¢ : U, — V,) € Aund U C U, offen. Dann gilt (¢|y : U —
o(U)) € A.

(b) Sei W C M offen. Dann ist W eine C* Mannigfaltigkeit mit dem
maximalen Atlas Ay = {p e A:U, CW}.

Aufgabe P6 (Verschiedene Mannigfaltigkeitsstrukturen)

Gegeben sei R mit der gewohnlichen Topologie. Wir definieren die Abbil-
dungen

Hn:R—R, z — 2°

¢y R—R, z — z+1.
Zeigen Sie, dass A; = {¢1} und Ay = {¢o} je C*°-Atlanten fiir R sind ,
dass aber Az = {¢1, ¢2} kein C*°-Atlas ist (d.h. es gibt keinen maximalen

C>-Atlas, der ¢; und ¢o enthélt). Zeigen Sie weiter, dass es einen Diffeo-
morphismus

d: (R, A) — (R, Ay)
gibt.

Aufgabe P7 (Untermannigfaltigkeiten von Vektorrdumen)

(a) Sei S, :i={x e R":af + -+ 22, =1} mit = (21,...,Tpt1).
Zeigen Sie, dass S, N (R™x]0,00[) eine Untermannigfaltigkeit der
glatten Mannigfaltigkeit R"*! ist.

(b) Zeigen Sie, dass S,, eine Untermannigfaltigkeit von R™*! ist.

(c) Fiir A = (ay)};—; € R™™ zeigen Sie

d
0 det(A) = p det diag(1,...,1,t) = 1.
=1

Oy 1 A=1 t=



(d) Zeigen Sie, dass SL,(R) eine Untermannigfaltigkeit von R™*" = R"
(und der offenen Teilmenge GL, (R)) ist.

Aufgabe P8 (Eingebettete Tangentialvektoren)

(a) Sei M eine (-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit (mit & > 1) des
R". Zeigen Sie, dass fiir x € M die Abbildung

0:T,.M —R", [y]—~'(0)

wohldefiniert ist (Inbesondere existiert die Ableitung). Zeigen Sie weiter,
dass 0 : T,M — im(0) ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist. Wir
nennen 7, M :=im(0) den eingebetteten Tangentialraum an x € M.

(b) Sei M = S,, die n-dimensionale Sphére, aufgefasst als Untermannig-
faltigkeit des R™*!. Zeigen Sie, dass fiir den eingebetten Tangential-
raum an der Stelle z € M gilt

T.M={yeR"" .y Lz} ={y e R"™ : (z,y) = 0}.

(c) Zeichnen Sie M := S; und skizzieren Sie T, M (bzw. x+ 7, M) fiir einige
Punkte z € M.

Aufgabe P9 (Graphen sind Untermannigfaltigkeiten).

Ist M eine C*-Mannigfaltigkeit, N C M eine Teilmenge und ¢: Uy — Vj
eine an N angepasste Karte von M, so ist fiir jede offene Teilmenge U C M
auch ¢ly,nv: Uy NU — ¢(Ug N U) eine an N angepasste Karte von M.

(a) Folgern Sie: Ist N eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M,
so ist fiir jede offene Teilmenge W C M der Durchschnitt N N W eine
n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M und von W.

(b) Zeigen Sie: Ist f : M — L eine C*-Abbildung zwischen C*-Mannigfaltig-
keiten und M von der Dimension m, so ist der Graph von f eine m-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von M x L.



Aufgabe P10 (Etale Abbildungen)
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
k:R—S;; t~ (cos(t),sin(t))
eine glatte étale Abbildung ist.

(b) Wir definieren ; := {v € R"* : v; # 0} fiir j € {1,...,n+1}. Zeigen
Sie, dass

U1 Vj-1 Vj+1 Un+1
FJQJ%QJ, (Ul,...,vn+1)H(—,... y Vs, yoe s
Uj Uj Uj Uj

ein C'"*°-Diffeomorphismus ist und dass
p; Q= RY (wi,. ., Wogr) = (W1, Wi, Wik, - o, W)
eine glatte Submersion ist.
(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung
RN\ {0} - RP", v+ Ru
eine glatte Submersion ist.

Hinweis: Zeigen Sie, dass ®|q, = f;op;ol’; mit dem Diffeomorphismus
f; aus Beispiel 1.28 (sowie Beispiel 2.8 und Satz 2.9).

(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung
S" — RP", v+~ Rv
eine surjektive glatte étale Abbildung ist.
Aufgabe P11 (Faserprodukt) Wir betrachten die glatten Mannigfaltigkeiten

M, := M, := N := R und die glatten Abbildungen f; : M; — N, z + 2?
sowie fo : My — N,y — y%. Zeigen Sie, dass das Faserprodukt

My Xy My = {(z,y) € M1 x My : fi(z) = fa(y)}

keine Untermannigfaltigkeit von M; x My ist. Warum ist dies kein Wider-
spruch zum Satz iiber Faserprodukte aus der Vorlesung?

Aufgabe P12 (Submersionen).
Es sei || - ||z die euklidische Norm auf R?. Wir setzen X := R?\ {(0,0)}.
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(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¢ : X — |0, 00|, z — ||z||2 glatt ist und
eine surjektive Submersion.

(b) Finden Sie fiir jedes x € X eine glatte Abbildung o : ]0,00[ — X
derart, dass go o = idjp«o; und o(q(x)) = x (fiir ¢ gibt also sogar glatte
globale Schnitte).

Wir definieren eine Aquivg_ilenzrelation R auf X via xRy :< ||z]|2 = ||y||2- Es
sei X/R die Menge aller Aquivalenzklassen [z] := {y € X: zRy}.

(c) Finden Sie eine Bijektion ¢ : X/R — ]0,00[. Zeigen Sie, dass X/R
derart zu einer glatten Mannigfaltigkeit gemacht werden kann, dass die
kanonische Quotientenabbildung p : X — X/R, x — [z] eine Submer-
sion wird.

Aufgabe P13 (Submersionen und Orthogonale Gruppen)

(a) Seit m € N, r € {1,...,m} und S C R™™ die Menge aller reellen
(r x m)-Matrizen A derart, dass A den vollen Rang r besitzt, also die

lineare Abbildung
R™ - R", z~— Ax

surjektiv ist. Zeigen Sie, dass S offen in R"™*™ ist.

[Hinweis: Fiir A € S konnen Sie Zeilenvektoren w1, ..., w,, finden,
welche die Zeilen von A zu einer Basis von R™ ergénzen, so dass also

A
Wr41
Wm,
in GL,,(R) ist, einer offenen Teilmenge von R"™*™].

(b) Sei k € NU {oo}. Zeigen Sie: Ist f: M — N eine C*-Abbildung
zwischen C*-Mannigfaltigkeiten und T, f surjektiv fiir ein € M, so
ist f|lw eine Submersion fiir eine offene z-Umgebung W in M.

(c) Sei n € N. Berechnen Sie f’(1) (oder die Richtungsableitung f'(1)(B)
fir B € R™*") fiir die glatte Abbildung

f:R™™ 5 Symm,(R), A~ ATA
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in den Vektorraum Symm, (R) € R™" aller symmetrischen (n x n)-
Matrizen. Folgern Sie, dass die orthogonale Gruppe

O(n) := {AcR™™: ATA =1}

eine Untermannigfaltigkeit von R"*™ ist, der Dimension n(n — 1)/2.

Aufgabe P14 (Lokale Diffeomorphismen). Sei k € NU {oco}.

(a) Sei M ein Hausdorffscher topologischer Raum und (Mj),e s eine offene
Uberdeckung von M. Jedes M; sei eine C*-Mannigfaltigkeit mit dem
maximalen C*-Atlas A;. Zeigen Sie:

Stimmt fir alle i, 5 € J die von M; und M; auf threr offenen Teilmenge
M; N M; induzierte Mannigfaltigkeitsstruktur tiberein, so ldsst sich M
eindeutig so zu einer C*-Mannigfaltigkeit machen, dass jedes M; eine
offene Untermannigfaltigkeit von M ist.!

(b) Sei N eine C*-Mannigfaltigkeit, M ein Hausdorffscher topologischer
Raum und q¢: M — N eine surjektive Abbildung, die ein lokaler Homoo-
morphismus ist. Zeigen Sie, dass es genau eine C*-Mannigfaltigkeits-
struktur auf M gibt, die ¢ zu einem lokalen Diffeomorphismus macht.

Aufgabe P15 (Kompaktheit der orthogonalen Gruppen)
Sei n € N. Zeigen Sie, dass die orthogonale Gruppe

O(n) = {AcR™™: ATA =1}

eine abgeschlossene Teilmenge des Vektorraums R"*" = R™ aller reellen
(n x n)-Matrizen ist und beschréankt, also kompakt. Gilt Analoges fiir die
unitére Gruppe U(n)?

[Hinweis: Sind vy, ...,v, die Spalten von A, so lasst sich ATA = 1 mit
Skalarprodukten und dem Kronecker-Delta umschreiben als

(vj,vp) = 0j,  fir alle 5,k € {1,...,n}.]

st also A der maximale C*-Atlas auf M mit Karten ¢: Ugp — Vg, so ist
Aj={p € A: Uy C M;} fiir jedes j € J.



Aufgabe P16 (Gebrochen lineare Abbildungen)
Fir u = (ug,ug) € C*\ {(0,0)} und A € GLy(C) sei

A(CuT) == CAu.

Aus der Vorlesung wissen wir: Identifizieren wir z € C mit C(z,1)7 € CP?!,
SO ist

CP' = CU{cc}

. . T oaw 4 [ a b
mltoo.—(C(l,O).SelA—(C d

vorigen Identifizierung gilt g(z) € C fiir alle z € C mit cz+d # 0, und es ist

> € GLy(C) mit a,b,¢,d € C. Mit der

~ az+b
A(Z):cz+d

(siehe Vorlesung). Zeigen Sie:
(a) Fiir alle z € C mit ¢z 4+ d = 0 ist A(z) = oo.

(b) Ist ¢ # 0, so ist A(co0) = 2.

C

(c) Ist ¢ =0, so ist 121\(00) = 00.

Aufgabe P17 (Transversalitat).

Es seien M eine C*-Mannigfaltigkeit mit & € N U {oo} und N; sowie N,
Untermannigfaltigkeiten von M. Man nennt N; und Ny transversal an einer
Stelle x € N1 N N,, wenn

Ty(Ny) + To(Ns) = T, M.

Wir wollen sehen:

Sind N1 und Ny an einer Stelle x € N1 NNy transversal, so gibt es eine offene
x-Umgebung U C M derart, dass NN NoNU eine Untermannigfaltigkeit von
M ist, der Dimension dim (7T, (Ny)NT,(Nz)) = dim(N;)+dim(Ny) —dim(M).

Zeigen Sie zu diesem Zweck:

(a) Fir ny := dim(V;) existiert eine offene z-Umgebung U C M und eine
Submersion f: U — R™™ derart, dass Ny N U = f~1({0}).



(b) Esist T,,(Ny) = ker T.(f).

(c) Die lineare Abbildung T, (f|unn,) ist surjektiv; nach Verkleinern von
U ist die Einschriankung f|yny, eine Submersion.

(d) Beenden Sie das Argument.

Sind N7 und N, transversal an jeder Stelle x € N3 N Ns, so ist also Ny N Ns
eine Untermannigfaltigkeit von M.

Aufgabe P18 (Topologische Summen)
Wir betrachten die topologische Summe X = | iy X einer Familie (X;);e,
topologischer Réume mit X; N X = @ fiir alle j # k in J. Zeigen Sie:

(a) Fir jedes j € J ist X, eine abgeschlossene Teilmenge von X.

(b) Ist X, Hausdorffsch fiir jedes j € J, so ist X Hausdorffsch.

(c) Ist Y ein topologischer Raum und fiir jedes j € J eine stetige Abbil-
dung f;: X; — Y gegeben, so ist die Abbildung f: X — Y stetig, die
stlickweise definiert ist durch f(z) := f;(z) wenn z € Xj.

(d) Ist X, parakompakt fiir jedes j € J, so ist X parakompakt.

Aufgabe P19 (Satz von Godement)

Es sei M eine C*-Mannigfaltigkeit und R eine Aquivalenzrelation auf M
derart, dass M/R eine C*-Mannigfaltigkeitsstruktur zulisst, fiir welche die
kanonische Abbildung ¢: M — M/R, x — [z]| eine Submersion ist. Zeigen
Sie, dass fiir jedes 2 € M die Aquivalenzklasse [z] eine abgeschlossene Teil-
menge von M ist und eine Untermannigfaltigkeit.

[Hinweis: Es ist [z] = ¢~ ({[z]}).]

Aufgabe P20 (Whitneyscher Einbettungssatz)

Sei k € Ng U {oo}. Zeigen Sie, dass fiir jede kompakte C*-Mannigfaltigkeit
M eine Einbettung von C*-Mannigfaltigkeiten

f: M —R"
existiert fiir ein n € N. Gehen Sie wie folgt vor:
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(a) Fir x € M sei ¢,: U, — V, C R™ eine Karte fiir M um x. Zeigen
Sie, dass es eine C*-Abbildung 1, : M — R™ gibt derart, dass ¥, |y, =
¢z|w, fiir eine offene z-Umgebung W, C U,.

Fiir x € M sei h, € C*(M,R) derart, dass supp(h,) C W, und h,|qg, = 1
fiir eine offene z-Umgebung @), C W,.

(b) Da M kompakt ist, existieren 1, ...,z € M mit M = Qu, U---UQy,.
Zeigen Sie, dass

fi=ars ooy Uy By ooy hgy) s M — RO

auf jeder der Mengen @), ..., Q,, eine Immersion ist und somit eine
Immersion.

(c) Zeigen Sie, dass f auf jeder der Mengen W, ..., W,, injektiv ist. Fiir
je{l,.... 0} undy € M folgt aus h,,(y) =1, dass y € W,,. Schliefen
Sie, dass f injektiv und somit eine Einbettung ist.

[Dies ist ein Spezialfall des Whitneyschen Einbettungssatzes: Fiir jede m-
dimensionale o-kompakte C*-Mannigfaltigkeit M existiert eine Einbettung
f: M — R?" von C*-Mannigfaltigkeiten.]

Aufgabe P21 (Parakompaktheit)

Zeigen Sie, dass jeder o-kompakte, lokalkompakte topologische Raum X
parakompakt ist.

[Hinweis: Sei (K,)nen eine kompakte Ausschépfung fiir X. Gegeben eine of-
fene Uberdeckung (Us)ier von X definiere man kompakte Teilmengen L,, und
offene Mengen (@),, wie im Beweis von Satz 12.21. Jedes x € L,, ist in einem
Ui(x) enthalten und hat eine offene Umgebung V,, , € @, NUj(,). Wahlen Sie

geeignete V), , aus, um eine lokal endliche Uberdeckung von X zu erhalten. |

Aufgabe P22 (Verkniipfte Vektorfelder) Sei U := R2.

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix Ji;,)(¢) und d¢: U x R* — R? fiir
¢:U—=U, (z,y) = (z+y,9).

(b) Berechnen Sie T'¢: U x R* — U x R2.
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(c) Wir betrachten die glatten Funktionen a,b: U — R?,
a(z,y) = (cosx+y,sinz), b(x,y):= (cos(x—y)+y+sin(x—y),sin(z—y)).

Sind die Vektorfelder (idy,a) und (idy, b) auf U tiber ¢ verkniipft?

Aufgabe P23 (Lieklammer zweier Vektorfelder)
Sei U := R?. Berechnen Sie [a,b] := a.b — b.a € C*°(U,R?) fir a,b: U — R?
mit a(z,y) == (2%, 2 +y), b(z,y) = (vy,?).

Aufgabe P24 (Jacobi-Identitat und Derivationen) Sei g eine Algebra
mit der bilinearen Verkniipfung

gxg—g, (z,y) = [z,y];

diese sei antisymmetrisch (also [y,z] = —[z,y]). Zeigen Sie, dass (g, [, ])
genau dann die Jacobi-Identitét erfiillt (und somit eine Liealgebra ist), wenn
fiir jedes x € g die Abbildung

ad,: g —g, y— [z,

eine Derivation von (g, [-,-]) ist.

Aufgabe P25 (Derivationen). Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und
d: C®°(M) — C*(M) eine Derivation. Zeigen Sie:

(a) Ist f € C°(M) und flw = 0 fir ein z € M und eine z-Umgebung
W C M, soist 0(f)(z) =0.
[Hinweis: Es gibt ein h € C°(M) mit h(z) = 1 und supp(h) C W,
Dann ist Af = 0.]

(b) Sind f,g € C®°(M) und flw = glw fir ein z € M und eine z-
Umgebung W C M, so ist d(f)(z) = d(g)(2).

(c) Ist U C M eine offene Teilmenge und f € C*(U), so existiert fiir z € U
ein F' € C*°(M) derart, dass F|w = f|w fir eine z-Umgebung W C U.
Zeigen Sie, dass dy(f)(z) := 6(F)(z) wohldefiniert ist, dy(f) € C>(U)
und oy : C*°(U) — C*°(U) eine Derivation.
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Aufgabe P26 (Differentialgleichungen).
Gegeben v € R betrachten wir auf R das glatte Vektorfeld

(a)

(d)

(e)

X:R=>TR=R xR, p+— (p,v).

Begriinden Sie, dass die DGL §(t) = X (y(t)) lokale Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen erfiillt (also die DGL

y(t) = f(ty(t))

mit f: RxR — TR, (¢t,p) — X(p)). Finden Sie fiir ¢y € Rund yp € R
die maximale Losung ¢y, . I1,.5, — R des Anfangswertproblems

y(t) = X)), ylto) = yo;
esist Iy, 4, = R. Finden Sie eine Formel fiir den Fluss ®: RxRxR — R.
Finden Sie die Bijektionen ®,,,: R — R.

Gehen Sie im Falle v = 1 analog zu (a) vor fiir das Vektorfeld X|y auf
U :=]0,1[; was ist I, fir (to,y0) € Rx]0,1[, was ist der Definitions-
bereich €2 das Flusses, was €, und @z Qi — Qi1 7

Gegeben v € R betrachten wir fiir z € S; den Tangentialvektor
Y(2) = [t = ze™] € T.S.

Zeigen Sie fiir den surjektiven lokalen Diffeomorphismus ¢: R — S,
t — e dass Y oq = Tqo X mit X wie in (a). Folgern Sie, dass YV’
glatt ist.

Begriinden Sie, dass die DGL 2(t) = Y (2(t)) auf S; lokale Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen erfiillt.

Sei zp € S;. Finden Sie die maximale Losung des Anfangswertproblems
2(t) =Y (2(t)), z(to) = 20; der Definitionsbereich sollte R sein. Finden
Sieden Fluss FI. Rx R x §; — S;.

Aufgabe P27 (Derivationen und Vektorfelder). Es soll gezeigt werden,

dass fiir jede glatte Mannigfaltigkeit M der injektive Liealgebra-Homomorphismus

L:V(M) = vet(C*(M)), X~ Lx

surjektiv ist und somit ein Isomorphismus. Zeigen Sie hierzu:
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(a) Ist¢: A — B ein Isomorphismus zwischen R-Algebren (A, -) und (B, ),
so ist fiir jede Derivation 6 von A die Abbildung 6 := ) o d o ¢! eine
Derivation von B.

[Beispielsweise ¢ := ¢*: C*(V,) — C>®(Uy), f — f o ¢ fiir eine Karte
¢: Uy — Vi CR™ von M. Oder ¢ := (¢~ 1)*: C°(Uy) = C=(Vy).]

(b) Ist ¢: Uy — V,, eine Karte fir M und Y € V(V}), so gilt
(Ly) = Lx

fiir das Vektorfeld X := T¢~'oY o¢ € V(M) auf Uy und die Derivation
(Ly) :=¢* o Lx o (¢1)* von C=(U,). [Vergleiche Lemma 15.4 (b).]

(c) Seid € ver(C>®(M)) und ¢: Uy — V,, eine Karte fiir M derart, dass V
ein offener Quader in R™ ist, wie nach Bemerkung 15.10. Bezeichnet
du, die auf C>(Uy) induzierte Derivation wie in Aufgabe P25, so gibt
es nach der genannten Skriptstelle ein Yy, € V(V;) mit (¢~1)*0dy, 0p* =
Ly,. Folgern Sie, dass es ein X4 € V(Uyg) mit Lx, = dy, gibt.

(d) Ist X: M — TM ein glattes Vektorfeld und U eine offene Teilmenge
von M, so ist (Lx)v = Lx|,-

(e) Fiir § € 0er(C>°(M)) und offene Teilmengen U,V C M mit V C U gilt
(6[])‘/ — (Sv.

(f) Sind § € ver(C®(M)), (U;)jes eine offene Uberdeckung von M und
Xj S V(U]) mit 5U]. = »CX]- furj S J, SO gllt (»CXi)U,-ﬁU]— = (»CXJ-)UZ-OU]-
fir alle 4,7 € J. Weiter gilt Xilv,nv, = Xjluinu;, es gibt also ein
X € V(M) mit X|y, = X; fiir alle j € J.

(g) In (f) ist § = L.

(h) L: V(M) — der(C>®(M)) ist surjektiv.
[Gegeben 0 € der(C*°(M)) wenden Sie (f) an mit der Menge J aller
Karten ¢ wie in (¢) und den Xy € V(Uy) aus (c). |

Aufgabe P28 (Fliisse zeitunabhéngiger Vektorfelder).

Wir betrachten auf einer C*-Mannigfaltigkeit M mit k € NU {oo} ein C*~1-
Vektorfeld X : M — TM. Ist k =1, erfiille f: Rx M — TM, (t,p) — X(p)
eine lokale Lipschitzbedingung. Sei Fl: Q — M, (t,to,v0) — Flis(vo) der
zugehorige Fluss auf Q CR x R x M.
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(a) Zeigen Sie: Ist X vollstdndig, so hat die Abbildung
O:Rx M — M, (t,yo) — (I)t(yO) = Fltyg(yo)

folgende Eigenschaften: Esist ®q = id,;, 0P, = &, fiir alle s, ¢t € R
und fiir jedes t € R ist ®;: M — M ein C*~'-Diffeomorphismus mit
(q)t>_1 = q)—t‘ Weiter ist Flt,to = q)t—to fur alle t, t() € R.

[Vergleiche Bemerkung 17.19. |

(b) Zeigen Sie: Ist X nicht notwendig vollstandig, so ist Q% := {(¢,y0) €
R x M: (t,0,y9) € 2} offen in R x M und

d: Q% = M, (t,y) — Pi(yo) := Flio(yo)

ist C*~1. Fiir jedes t € R ist ®4(Qio) = Qos = Qo mit Notation
wie in Definition 17.5; die Abbildung ®;: Q9 — Q_ ist ein C*1-
Diffeomorphismus mit (®;)~! = ®_,.

Aufgabe P29 (Matrix-Exponentialfunktion).

Es sei || - || eine Norm auf R™ und || - ||op die zugehdrige Operator-Norm auf
dem Vektorraum R™ ™ = R™” aller reellen (m x m)-Matrizen. Weiter sei
exp: R™™ — R™™M A — %> 1, A" die Matrix-Exponentialfunktion. Die
Reihe konverglert fur jedes A € Rme absolut, da

Z I(1/nh) A" op < Z 1/n)) (| Allop)" = el4lr < oo,

Offenbar ist exp(O) die Elnheltsmatmx. Fiir eine Matrix A = (ay)7%—,
schreiben wir auch A;; := a;; fir dem jeweiligen Matrixeintrag. Zeigen Sie:

(a) Fur jede Matrix A € R™™ und 4,5 € {1,...,m} ist der Matrix-
Eintrag (exp(tA));; fiir t € R durch eine auf R konvergente Potenzreihe
gegeben. Diese darf gliedweise abgeleitet werden; folgern Sie:

d
7 exp(tA) = Aexp(tA) = exp(tA)A.

(b) Mit der Cauchyschen Produktformel (angewandt mit der Matrixmulti-
plikation statt der Multiplikation reeller Zahlen) ist

exp(tA) exp(sA) = exp((t + s)A) fir alle A € R™ und s,t € R.

Folgern Sie, dass exp(A) invertierbar ist und exp(A)~! = exp(—A).

14



(¢) Betrachten wir G := GL,,(R) als offene Teilmenge von R"™*™ so iden-
tifizieren wir 7.G mit {e} xR™*™ C G xR™™ = T'G; Durch Vergessen
der ersten Komponente, e, kann dieser Vektorraum weiter mit R”*™

identifiziert werden. Zeigen Sie, dass mit dieser Identifizierung fiir jedes
Ae L(G)=R™™und t e R

va(t) = exp(tA)
ist und somit exp,(A) = v4(1) = exp(A).

(d) Folgern Sie, dass die Matrixexponentialfunktion exp: R™*™ — GL,,(R)
R™*™ eine glatte Abbildung ist.

Aufgabe P30 (Eliminieren der Anfangszeit ty). Setzen Sie voraus:
Fakt. Seien P C R® und U C R™ offen, k € NgU {00}, § > 0 und

h: (Px]=6,0[) x U = R™

eine C*-Funktion, die im Fall k = 0 eine lokale Lipschitzbedingung erfiille.
Seip € P undy € U. Dann existieren ein € €10,0], eine offene p-Umgebung
Py C P und eine offene y-Umgebung Uy C U derart, dass fur alle p € Py und

yo € Uy eine Lésung ¢p,, - |—¢,e[ = U des Anfangswertproblems

y'(t) = hip, t,y(t), ¥(0)=uyo
ezistiert und die folgende Abbildung C* ist:
v P()X]—E,g[XU()—)U, (patayO)'_)(bg,yo(t)'

Folgern Sie, dass Satz 17.27 gilt.

[Hinweis: In der Situation von Satz 17.27 gibt es ein § > 0 mit |t —24, t+25[ C
J. Sei P := Wx|t—06,t+4d[, p = (%,t) und h: Px]—0,0[xU — R™
definiert als h((x,7),t,y) := f(z,7 +t,y). Seien Fy, ¢ und U wie oben.
Nach Verkleinern von € > 0 diirfen wir annehmen, dass Wyx |—¢,e[ C F
fiir eine offene Z-Umgebung Wy C W. Fiir ty € Jy := |t — /2,1 + ¢/2],
x € Wound yy € Uy ist dann Jy — U, t — gbéﬁ;ﬁo)(t — to) eine Losung fiir
y/(t) = f(:r;,t,y(t)), y(tO) = '3/0-]

Aufgabe P31 (Ein nicht vollstandiges Vektorfeld).

Wir betrachten die glatte Funktion f: R x R — R, (¢,y) — 3.

15
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(a) Belegen Sie, dass die DGL ¢/(t) = f(t,y(t)) lokale Existenz und lokale
Eindeutigkeit von Losungen erfiillt.

(b) Zeigen Sie, dass die Funktion v: |0, 00[ — R, t — —1 das Anfangswert-
problem y/'(t) = f(t,y(t)), y(1) = —1 16st.

(c) Zeigen Sie, dass v die maximale Losung des genannten Anfangswert-
problems ist und somit ; _; =0, 0o # R.

Aufgabe P32 (Eine Differentialgleichung).

Auf der Sphire Sy := {z = (z1,72,23) € R3: 22 + 22 + 22 = 1} definieren
wir unter Benutzung des Vektorprodukts das Vektorfeld

X:S =TSy, x> (z,e3 X )

mit e3 = (0,0,1). Hierbei betrachten wir 7,,S, als Teilmenge von T,R3 =
{2} x R® C TR3, so dass also TS, = {z} x x+.

(a) Skizzieren Sie grob die Sphére und das Vektorfeld (also an jeder Stelle
x den Vektor ez x x). Ist X glatt?

(b) Wasist X (e3)? Finden Sie die maximale Losung des Anfangswertprob-
lems 5 (t) = X(y(t)), y(0) = es.

(c) Ebenso fiir y(0) = e;.
[Hinweis: Das durch Y (2) := (z,iz) € T,S; C TR? = R?* x R? auf
S; € C = R? gegebene Vektorfeld aus Aufgabe P26 (c), Y (xy,15) =
((z1, ma), (—x2,21)), ist Wber j: S; — So, (21, x2) — (21, x9,0) mit X
verkniipft. |

Aufgabe P33 (Das Mobiusband — eingebettet in R3). Benutzen Sie
ohne Beweis, dass die Abbildung v: R?* — R3, (s,t) — R(s)h(s,t) mit

cos(s) —sin(s) 0 1 + tsin(s/2)
R(s) :== | sin(s) cos(s) 0 |, h(st):= 0
0 0 1 tcos(s/2)

eine Immersion ist.

(a) Skizzieren Sie F := ¢(Rx |—1/2,1/2[).
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(b) Zeigen Sie, dass fiir jedes so € R die Einschrankung 1| (s, —r /2,504 /2 x[~1/2,1/2]
injektiv ist und eine topologische Einbettung.

(c) Zeigen Sie, dass |jsy—n/2,s0+m/2[x]—1/2,1/2[ fiir jedes so € R eine Ein-
bettung von glatten Mannigfaltigkeiten ist und das Bild relativ offen
in F.

Das Bild aus (c), also auch E, ist somit eine Untermannigfaltigkeit von R3.

(d) Zeigen Sie, dass E'\ (S; x {0}) wegzusammenhéngend ist.

[Hinweis: Rx 0, 1/2[ ist wegzusammenhéngend. |

Aufgabe P34 (Das Mdobiusband — via Kozykel).

Wir betrachten die offenen Teilmengen Uy := S; \ {(—1,0)} und Uy :=S; \
{(1,0)} des Einheitskreises. Fiir ¢,j € {1,2} setzen wir U;; := U; N U; und
betrachten die durch ¢i1(x) = idg, g22(z) = idg,

idg  wenn x, < 0;
—idr wenn x, > 0

giale) = ) = {

fir x = (21, 22) € U;j gegebenen Abbildungen g;;: U;; — GL(R) = R*.

(a) Zeigen Sie, dass die g;; einen glatten GL(R)-wertigen Kozykel bilden
zur offenen Uberdeckung (U;);cq1,2y von Sy.

(b) Seien 7: E' — S, das zugehorige Vektorbiindel und 6;: Ely, — U; x R
fir j € {1,2} lokale Trivialisierungen, die zum obigen Kozyklus fiihren.
Zeigen Sie, dass E\Os, (S1) wegzusammenhéngend ist, wobei Os, : S; —
E der Nullschnitt ist.

Aufgabe P35 (Abbildungen nach Homg(E, F'))

Zur Erinnerung: Ist F ein endlich-dimensionaler Vektorraum und ¢: £ — R"
ein Vektorraum-Isomorphismus, so geben wir F die glatte Mannigfaltigkeits-
struktur, die ¢ zu einer globalen Karte macht (siche 13.33). Diese ist von
der Wahl von ¢ unabhangig.

Sei nun FE ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit Basis by, ..., b,,
I ein endlich-dimensionaler Vektorraum, U C R™ eine offene Teilmenge
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und f: U — Homg(F, F') eine Abbildung in den Vektorraum aller linearen
Abbildungen von E nach F. Dann ist

¢: Homg(E,F) — F",  aw— (a(by),...,a(b,))

ein Isomorphismus endlich-dimensionaler Vektorraume, also ein C'*°-Diffeo-
morphismus. Zeigen Sie, dass die folgenden Bedingungen dquivalent sind:

(a) fist CF,
(b) ¢o f: U — F™ist CF;
(c) ff:UxE— F, (z,y) — f(x)(y) ist C*.

Aufgabe P36 (Konstruktion von Kozyklen)

Es seien M eine C*-Mannigfaltigkeit mit k¥ € Ny U {oo} und (Ey, 7)) sowie
(By, ) Ck-Vektorbiindel iiber M, mit typischer Faser I} bzw. F,. Es seien

(U;)jes eine offene Uberdeckung von M und (0%)jes Atlanten von lokalen

Trivialisierungen 6°: Eyly, — Uj x Fy von Ey fiir £ € {1,2}; sei (gfj)i7jej
der jeweilige durch den Atlas induzierte GL(Fy)-wertige C*-Kozyklus. Wir
konstruieren einen Kozyklus (g;;)i e, der (wie man zeigen kénnte) das Vek-
torbiindel Homg (E1, E2) = (U, ¢, Homg ((£1)2, (E2),) beschreibt.

(a) Fiir eine lineare Abbildung «: F; — F) betrachten wir die lineare Ab-
bildung

Homg (v, Fy): Homg(Fy, Fy) — Homg(Fy, Fy), S+ Boa.

Fiir eine lineare Abbildung «: F; — F5 betrachten wir die lineare Ab-
bildung

Homg(Fy, o) : Homg(Fy, Fy) — Homg(Fy, Fy), S+ aof.
Zeigen Sie, dass die Abbildungen

®,: Endg(F)) — Endg(Hom(Fy, Fy)), o +— Homg(a, F5)
und

®y: Endg(Fy) — Endg(Hom(Fy, F3)), o +— Homg(F,«)

linear (und somit glatt) sind. Weiter ist ®5 ein Ring-Homomorphismus.
Welche Struktur hat &7
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(b) Zeigen Sie, dass gi;(x) := Homg(F1, g;(x)) o Homg(gj;(x), F») einen
GL(Homg(F}, Fy))-wertigen C*-Kozyklus (gi;)i jes definiert.

Aufgabe P37 (Integrable Vektordistributionen).

Wir betrachten die offene Teilmenge V := R?\ {(0,0)} von R? und die
Teilmenge

D :={(z,y) €V x R%: (z,y) =0}
von TV = V xR?; hierbei sei (-, -): R?xR? — R das Standard-Skalarprodukt.

(a) Zeigen Sie, dass X;: V — VxR?, (z,y) — ((z,y), (—y,x)) ein Rahmen
fir D ist.

(b) Folgern Sie, dass D ein Untervektorbiindel von TV und somit eine
regulare Vektordistribution ist.

(c) Zeigen Sie, dass die konzentrischen Kreise um den Urspung Integral-
mannigfaltigkeiten fiir D sind.

Aufgabe P38 (Lokale Additionen).

(a) Zeigen Sie, dass X: R™ xR™ — R™, (z,y) — x+y eine lokale Addition
auf R™ ist.

Sei V' C R™ eine offene Teilmenge und @ := {(z,y) € V. xR™: x +y € V}.
(b) Zeigen Sie, dass X|g: @ — V eine lokale Addition fiir V' ist.

Aufgabe P39 (Tensorprodukte). Esseien £ und E5 (reelle) Vektorrdume.
Ein Vektorraum 7', zusammen mit einer bilinearen Abbildung 7: E; x Fy —
T, wird ein Tensorprodukt von E; und E, genannt, wenn fiir jede bilineare
Abbildung 8: Fy x Fy — E in einen Vektorraum FE eine eindeutige lineare
Abbildung 5: T — E existiert mit o7 = 3. Tensorprodukte sind eindeutig
bis auf Isomorphie; zeigen Sie:

(a) Sind (7, 7) und (S, o) Tensorprodukte von E; und FEs, so gibt es einen
Vektorraum-Isomorphismus ¢: T — S derart, dass 6 o7 = 0.

Man schreibt auch Fy} ® Ey := T und z ® y statt 7(z,y).

Seien nun £ und Fs endlich-dimensional mit Basen aq, . .., a, bzw. by, ..., by,.
Sei T' ein Vektorraum der Dimension nm mit Basis ¢;;, (,7) € {1,...,n} X
{1,...,m}. Sei7: Ey x Ey — T die durch 7(a;, b;) = ¢;; eindeutig festgelegte
bilineare Abbildung.
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(b) Zeigen Sie, dass (7', 7) ein Tensorprodukt von E; und E, ist.

Seien nun «;: Fy — F; und as: E; — Fy lineare Abbildungen zwischen
Vektorrdumen. Seien (£ ® E», ®) und (F; ® Fy, ®) Tensorprodukte.

(c) Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung a: Ey ® Fy — F1 ® F;
gibt mit der Eigenschaft, dass a(x®y) = oy (z) @ as(y) fir alle (z,y) €
E1 X EQ.

Man schreibt o ® g 1= a.

(d) Zeigen Sie, dass idg, ®idg, = idg,er,. Sind weiter f;: F; — Y] und
Bo: Fy — Y5 lineare Abbildungen, so ist

(B1 ® B2) o (o ®az) = (froar) @ (B20az).

(e) Passen Sie (b) geeignet an, wenn E; und Ey nicht notwendig endlich-
dimensional sind.

Aufgabe P40 (Integrable Vektordistributionen).

(a) Zeigen Sie: Ist D C T'M eine regulare Vektordistribution auf einer
glatten Mannigfaltigkeit M mit 1-dimensionaler typischer Faser, so ist
D integrabel.
[Gegeben x € M wihlen Sie einen lokalen Rahmen X: U — D mit
xeU. Gilt [X,X](U)C D7

Nun sei J C R ein offenes Intervall, U C R™ eine offene Teilmenge und
f:J xU — R™ eine glatte Funktion. Fir z = (t,y) € J x U sei

D, :=R(z, (1, f(x))) = {z} xR(1, f(2)) € {a} xR = T,(JxU) = (JxU)xR™**,
(b) Zeigen Sie, dass es fiir D einen Rahmen X : JxU — D gibt und folgern

Sie, dass D eine regulare Vektordistribution ist.

(c) Nach (a) ist D integrabel. Zeigen Sie, dass fiir ein offenes Intervall
I C J eine glatte Funktion ~v: I — U genau dann eine Losung der
Differentialgleichung

y'(t) = f(ty(t))
ist, wenn graph(y) := {(t,7(¢)): t € I} eine Integralmannigfaltigkeit
fir D ist.
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Aufgabe P41 (Tubulare Umgebungen: Details fiir Beispiel 23.2).
Zeigen Sie, dass die Abbildung

z Y
cSo\{es, —est — S1x |—-1,1] C §1 xR, (z,y,z2) — , , 2
6: So\{es, —es} = Six]-1L1[C S xR, (2,9, 2) (WW VR )

ein C'*°-Diffeomorphismus ist mit Umkehrfunktion

¥: Six|—1,1[—= Sy \ {es, —e3}, (z,y,2) = (V1 — 22, yv1 — 22, 2).

Aufgabe P42 (Alternierende Abbildungen). Es seien E und F reelle
Vektorraume. Zeigen Sie, dass filir eine bilineare Abbildung f: £ x £ — F
folgende Eigenschaften aquivalent sind:

(a) Fir alle z,y € F ist f(y,z) = —B(x,y);
(b) Fiir alle z € E ist f(z,z) = 0.

Aufgabe P43 (Tensorprodukte von Vektorbiindeln)

Es seien M eine C*-Mannigfaltigkeit mit k¥ € Ny U {oo} und (FE}, ) sowie
(Ey, ) C*-Vektorbiindel iiber M mit typischen Fasern Fy bzw. Fy. Fiir eine

offene Uberdeckung (U;);c; von M gibt es lokale Trivialisierungen
05: Egly, > U x Fy

fir ¢ € {1,2}. Diese induzieren GL(F})-wertige C*-Kozykel (gfj)i,jej. Sei
F; ® Fy ein Tensorprodukt von F; und Fb, mit der bilinearen Abbildung
TR x> FL®F, (v,w)—v®w. Firi,je Jund z e U; :=U;NU;
definieren wir h;;(z) € GL(F; ® F3) via
hij(x) = gj;(x) ® g7 (),
mit Notation wie in Aufgabe P39.
(a) Zeigen Sie, dass hy;: U;; — GL(F; ® Fy) eine C*-Abbildung ist.
[Wihlen Sie eine Basis vy, ..., v, fiir F] und eine Basis wy, ..., w,, fir
F,. Nach Aufgabe P35 gentigt es, zu zeigen, dass fiir alle a € {1,...,n}
und b € {1,...,m}
Uj = FL®F, x= hj;@)(v,®w) = T(gilj(x)(va)ag?j(x)(wb))

eine C*-Abbildung ist. |
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(b) Zeigen Sie, dass (hi;)i jes ein GL(F; ® Fy)-wertiger C*-Kozyklus ist.

Wir wéhlen nun eine Familie ((E1), ® (F2)z)zenm von Tensorprodukten
(E1)z @ (E2), der Fasern, welche paarweise disjunkt sind; wir setzen

FEi® Ey = U (Eh)s @ (Ea)y

zeM

und definieren 7: B4 ® EFy — M via v — z fir alle £ € M und alle
v € (E1), ® (By),. Fir £ € {1,2} und j € J sei 0%,: Effy, — F; die
zweite Komponente von ¢5. Fiir j € J setzen wir (E; ® Ey)|y := 7~ (U) und
definieren

0]'2 (El (29 EQ)‘U — U X (F1 & Fg), V= (%, (9;72‘(31)1 X 9]272’(E2)I)(U)),
mit © := 7(v).

(¢) Zeigen Sie mit Lemma 21.17: (E; ® Ey, 7) kann derart zu einem C*-
Vektorbiindel iiber M gemacht werden mit typischer Faser F} ® F5, dass
(0;);es ein Vektorbiindel-Atlas ist und den Kozykel (h;;); jes induziert.

Aufgabe P44 (Wirkungen von symmetrischen Gruppen). Fiir k € N
sei Sy die Gruppe aller Permutationen der Menge {1,...,k}.

(a) Zeigen Sie, dass 0: Sy x X — X, (m,j) — 7(j) eine Wirkung von Sy
auf X :={1,... k} ist.

(b) Sei E ein reeller Vektorraum und EX die Menge aller Funktionen
f: X — E. Zeigen Sie, dass

T: Sy x EX - EX, (7, f)— for!
eine Wirkung von Sj, auf EX ist. Es ist EX = EF.

(c) Nun seien E und F reelle Vektorraume und Lin*(E, F) C FF* der
Vektorraum aller k-linearen Abbildungen w: E* — F. Zeigen Sie, dass

K Sp x Lin®(E, F) — Lin*(E, F), (m,w)—wort(n™ ')
eine Wirkung von Sy auf Lin®(E, F) ist. Es ist s(m,-): Lin®(E, F) —
Lin®(E, F) linear fiir alle 7 € Sy und &(m, w)(y1, ..., yx) = W(Yr(1)s - -+ Yn(h))-
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Aufgabe P45 (Dachprodukt vektorwertiger Differentialformen). Ist
M eine glatte Mannigfaltigkeit und F' ein endlich-dimensionaler reeller Vek-
torraum, so nennt man eine Abbildung w: (TM)® — F eine F-wertige
k-Form auf M, wenn w glatt ist und w, := w|p,anr € Alt* (T, M, F) fiir alle
p € M. Sei OF(M,F) C FTM “* der Vektorraum aller F° -wertigen k-Formen
auf M. Seien nun Fi, F5 und F' endlich-dimensionale reelle Vektorraume und
B: Fy x Fy — F bilinear. Fiir w € QF(M, Fy) und n € QY(M, ;) mit k,¢ € N
sei wAgn: (TM)®E+H) — F definiert via

1
(W/\Bﬁ)(yh---,yk#) = 0 Z Sgn(0>6(wp(ya(l)w'-7ya(k))777p(yo(k+1)w--7ya(k+€))>

€Sk

fir p € M und (y1,...,yre) € (T,M)FF, so dass also

(@ A3y = 17 3 sEm(0)0.(8o (w0 X ).

O'ES]H_g
(a) Zeigen Sie, dass w Agn € QFFY(M, F).

(b) Ist (g,[,]) eine endlich-dimensionale Liealgebra, F' := F} := F; := g
und S := [+, -], so schreibt man

[w,n] == wAgn.

Berechnen Sie [w,n](y1,y2) fir p € M und y1,y2 € T,M. Zeigen
Sie, dass die R-bilineare Abbildung Q'(M, g) x Q' (M, g) — Q*(M, g),
(w,n) — [w,n] symmetrisch ist, also [n,w] = [w, 7).

Aufgabe P46 (Zusammensetzen von Abbildungen). Essei f: R — C
eine Funktion derart, dass fiir jedes = € R eine offene z-Umgebung V,, C C
existiert und eine holomorphe Funktion f,: V, — C derart, dass f.|v,nr =
flv.ar. Zeigen Sie mit Lemma C.2; dass es eine offene Teilmenge V' C C mit
R C V gibt und eine holomorphe Funktion ¢g: V' — C derart, dass g|lg = f.

[Analoges gilt fiir eine reell-analytische Funktion f: M — C auf einer reell-analytischen

Mannigfaltigkeit M (statt R) und eine parakompakte Komplexifizierung M¢ 2 M. ]
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Aufgabe P47 (Beweis von Lemma B.5). Seien M eine glatte Mannig-
faltigkeit und X,Y € V(M). Weiter sei ®: QX — M, (t,y) — ®(t,y) der
Fluss des zeitunabhingigen Vektorfelds X mit Q¥ C R x M und ®,(y) :=
®(t,y), wie in Aufgabe P28 (b). In der Aufgabe soll gezeigt werden, dass fiir

allepe M d
2| T2=(Y(2u(p))) = [X, Y](p). (1)

t=0
(a) Machen Sie sich klar, dass ®¢(y) = y fiir alle y € M und %@t(y) =
X(Py(y)) fir alle (¢,y) € Q.

(b) Sei zunéchst V := M eine offene Teilmenge von R™; wir schreiben
X = (idy,a) und Y = (idy, b) mit a,b € C>*(V,R™). Zeigen Sie, dass
d

dt

[Hinweis: Es ist d®_,(®:(p), b(P:(p))) = dP(—t, P+(p),0,b(P:(p))), die
linke Seite von (2) also gleich

4_,(®,(p), H(®:(p))) = [a,b] = a.b — b.a. (2)

t=0

AB(—1, Bo(p), 0, b ()

4
dt

d®(0, ®4(p), 0,b(Po(p)))+d® (0, ®o(p), 0, %

t=0

hierbei konnen Sie d®(...) als Richtungsableitung 2 ‘S:D<I>(... +5...) um-
schreiben und (falls hilfreich) die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
nach t und s vertauschen. |

(c) Folgern Sie aus (b), dass (1) allgemein gilt.

24



Weitere Aufgaben (Hausaufgaben fiir Lehramtsstudierende)

Aufgabe H1 (Mannigfaltigkeiten und glatte Abbildungen)
Wir betrachten die Homomorphismen ¢ := id |j_so: |—00,0[ —]—00,0],
z+— z und ¢¥: ]0,00[—]0,00[, x — z°.

(a) Zeigen Sie, dass {¢, 1} ein C*°-Atlas fiir die eindimensionale topologi-
sche Mannigfaltigkeit R\ {0} ist.

Wir versehen nun R\ {0} mit dem (uniiblichen!) maximalen C'*-Atlas A,
der den Atlas aus (a) enthélt.

(b) Ist die Abbildung f: R\ {0} — R\ {0}, z — —z eine C*°-Abbildung
von (R\ {0},.A) nach (R\ {0},.4)7

Aufgabe H2 (Immersionen und Submersionen)

Welche der Abbildungen sind Immersionen, Submersionen bzw. étale?
(a) f: R — R2 ¢t (3 sin(t));
(b) g: R? 5 R, (2,y) — 2% + y;
(c) h: R? = R?, (z,y) — (z + (1/2)sin(z),y + (1/2) cos(x + y)).

Aufgabe H3 (Untermannigfaltigkeiten)

Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen Untermannigfaltigkeiten von R? sind
und finden Sie ihre Dimension. Beschreiben Sie die Mengen auch in Worten
oder skizzieren Sie diese.

(a) E:={(x,y,2) e R®: 2?2 + ¢y + 222 < 1};

(b) Z={(z,y,2) e R®: 2” +y* = 1}

(c) H :={(z,y,2) e R®: 2 +y? — 2* = 1};

(d) G:={(z,y,2) €R*: 2? +9* = 2% = —1};
)

(e) S :={(cos(t),sin(t),t): t € R}.
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Aufgabe H4 (Unitire Gruppen)

die adjungierte Matrix. Berechnen Sie f’(1) (oder die Richtungsableitung
f'(1)(B) fur B € C™") fiir die glatte Abbildung

F1 €™ 5 Herm,(C), A A*A

in den Vektorraum Herm,,(C) C C™" =2 R?" aller hermiteschen komplexen

(n x n)-Matrizen. Folgern Sie, dass die unitdare Gruppe
Un) ={AeC"": A"A=1}

eine Untermannigfaltigkeit von C™*™ ist, der Dimension n?.

Aufgabe H5 (Immersionen)

(a) Seim € N, r € {1,...,m} und S C R™" die Menge aller reellen
(m x r)-Matrizen A derart, dass A den vollen Rang r besitzt, also die
lineare Abbildung

R"— R™, x~— Ax

injektiv ist. Zeigen Sie, dass S offen in R™*" ist.

[Hinweis: Fiir A € S konnen Sie Spaltenvektoren w, 1, ..., w,, finden,
welche die Spalten von A zu einer Basis von R™ ergéanzen, so dass also
(A, Wpg1, ..., W) in GL,(R) ist, einer offenen Teilmenge von R™*™].

(b) Sei k € NU {oo}. Zeigen Sie: Ist f: M — N eine C*-Abbildung
zwischen C*-Mannigfaltigkeiten und 7T}, f injektiv fiir ein € M, so ist
flw eine Immersion fiir eine offene z-Umgebung W in M.

Aufgabe H6 (Verkniipfte Vektorfelder)

Auf U := R? betrachten wir die C°°-Funktion ¢: U — U, (z,y) + (z+e¥,y).

(a) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix J, ,(¢), das Differential
d¢: U x R? — R? und die Tangentialabbildung T'¢: U x R? — U x R2.

(b) Wir betrachten die glatten Funktionen a,b: U — R?,
a(x,y):= (1,z) bzw. bz,y) =1+ (z —e")e’,z —e’).
Sind die Vektorfelder (idy,a) und (idy, b) auf U tiber ¢ verkniipft?
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Aufgabe H7 (Lieklammer zweier Vektorfelder).

Sei U := R2 Berechnen Sie [a,b] := a.b — b.a fiir die glatten Funktionen
a,b: U — R? die durch a(z,y) := (y,x) bzw. b(z,y) := (1,y) gegeben sind.

Aufgabe H8 (Lieklammer auf V(R))
Fiir zwei C'*°-Funktionen a,b: R — R sei

la,b] == ab' — bd'. (3)

Zeigen Sie durch Rechnen mit (3), dass (C*°(R), [-,]) eine Liealgebra ist.

Aufgabe H9 (Vollstandigkeit eines zeitabhingigen Vektorfelds).

Wir betrachten eine C'-Funktion f: R x R — R, welche beschrinkt ist; es
gibt also ein C' € [0, co[ mit

|f(t,y)] < C furalle (t,y) € R xR.

(a) Belegen Sie, dass die DGL ¢/(t) = f(t,y(t)) auf R lokale Existenz und

Eindeutigkeit von Losungen erfiillt.

(b) Fiir (to,y0) € R X R sei ¢y 0t L1y — R die maximale Losung des
Anfangswertproblems v/(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo. Zeigen Sie, dass
sup Iy, 4, = 00, so dass also [tg, 00[ C Iy 4,-

(Analog sieht man |—o00, tg] C I}, 4,; somit ist Iy, 4, = R).
Folgern Sie hierzu aus einem der Ergebnise der Vorlesung: Ware 7 :=

sup Iy, 4, < 00, SO miisste |@y, 4 (t)| — 00 gelten fiir ¢ — 7. Fiihren Sie
dies zum Widerspruch.

Aufgabe H10 (Eine Differentialgleichung)

Auf dem Zylinder M := {z = (z1, %9, 23) € R?: 2 + 23 = 1} definieren wir
das Vektorfeld
X:M—=TM, z— (x,e3)

mit e3 = (0,0,1). Hierbei betrachten wir T, M als Teilmenge von T,R3 =
{z} x R3 CR? x R® = T(R3).

(a) Skizzieren Sie den Zylinder und das Vektorfeld. Ist X glatt?
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(b) Zeigen Sie, dass fiir alle (tg,49) € R x M die maximale Losung des
Anfangswertproblems 9(t) = X (y(t)), y(0) = yo innerhalb der Geraden
Yo + Res verlaufen muss.

(c) Bestimmen Sie die maximale Lésung aus (b).

(d) Finden Sie den Definitionsbereich 2 C R x R x M des zugehorigen
Flusses und eine Formel fiir F1; 4, (yo).

Aufgabe H11 (Maximale Losungen) Es sei J ein offenes Intervall, M eine
C'-Mannigfaltigkeit und f: J x M — TM ein zeitabhingiges stetiges Vek-
torfeld derart, dass die Differentialgleichung y(t) = f(¢,y(t)) lokale Existenz
und lokale Eindeutigkeit von Losungen erfiillt. Fir (t1,y1), (t2,42) € J X M
schreiben wir (t1,y1) ~ (t2,92), wenn eine Losung v: I — M der DGL

y(t) = f(t,y(t)) existiert mit t1,t2 € I, y(t1) = y1 und y(t2) = yo.
(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf J x M ist.
(b) Zeigen Sie, dass fiir alle (to,yo) € J x M die Aquivalenzklasse [(to, yo)]

gleich dem Graphen der maximalen Losung ¢y, Ity — M des An-
fangswertproblems ¢(t) = f(t,y(t)), y(to) = yo ist.

Aufgabe H12 (Lieklammer von Vektorfeldern).
Sind a, b: R" — R" glatte Funktionen, so hatten wir die Lieklammer [a, b] :=

a.b—b.a € C*(R" R™) definiert mit
a.b := db o (idgn, a).
(a) Zeigen Sie: Ist U C R™ eine offene Teilmenge mit a|y = 0, so ist auch
la, b]|o = 0.
Wir definieren C°(R™, R™) als die Menge der glatten Funktionen a: R" — R”

derart, dass eine kompakte Teilmenge K C R" existiert mit a|gm x = 0.
(b) Zeigen Sie, dass C°(R™, R™) ein Untervektorraum von C'*°(R" R™) ist
und eine Unter-Liealgebra von (C*°(R™, R"), [-,]).
(c) Eine Teilmenge a einer Liealgebra g wird ein Ideal genannt, wenn

[z,y] € a fir alle x € gund y € a. Ist CX(R",R") ein Ideal von
(COO(RTL>R”)7 [" ])7

28



