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Unendlichdimensionale Topologie
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Das vorliegende Skript ist ein Begleittext zur genannten Vorlesung an der
Universitat Paderborn im Sommersemester 2023, fiir Studierende in den
Masterstudiengangen Mathematik und Technomathematik. Ziel der Vor-
lesung war es, eine Einfilhrung in elementare Homotopietheorie zu geben im
Hinblick auf Anwendungen in der unendlichdimensionalen Topologie (und
insbesondere in die Homotopietheorie von Zellenkomplexen einzufiihren).
Unter anderem wurde ausgewahltes Material aus Allen Hatchers Buch “Al-
gebraic Topology” behandelt, oft mit expliziteren Beweisen. Fiir Skizzen und
Diagramme sei auf die Vorlesung verwiesen, wie auch fiir die Beweise zum
Stoff der ersten vier Vorlesungswochen.
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Vorwort

Dieses Vorlesungsskript erganzt eine Vorlesung zum Thema “Unendlich-
dimensionale Topologie” vom Sommersemester 2023, indem es alle dort gege-
benen Definitionen, Fakten und Beispiele festhalt und fiir den technischeren
Hauptteil des Stoffs auch detaillierte Beweise.

Es stellte sich als sinnvoll heraus, zunéachst allgemeine topologische Grund-
lagen bereitzustellen, insbesondere zu finalen Topologien und Quotienten-
topologien.

Das eigentliche Ziel der Vorlesung war es dann, eine Einfiihrung in Homo-
topietheorie zu geben (und insbesondere in die Homotopietheorie von Zel-
lenkomplexen) im Hinblick auf Anwendungen in der unendlich-dimensionalen
Topologie. Zellenkomplexe spielen dort eine wichtige Rolle, denn ein (hier
nicht bewiesenes) Resultat von Palais besagt, dass jede metrisierbare, auf
lokal konvexen topologischen Vektorraumen modellierte topologische Man-
nigfaltigkeit M durch einen simplizialen Komplex dominiert wird und somit
durch einen Zellenkomplex. Folglich ist M homotopiedaquivalent zu einem
Zellenkomplex und daher zum Beispiel genau dann kontrahierbar, wenn

(M) = {0} firalle k € Ny.

Diese wichtige Tatsache wird in der Literatur haufig benutzt, etwa im Beweis
des Satzes von Kuiper, der besagt, dass fiir jeden unendlich-dimensionalen
separablen komplexen Hilbertraum # die unitare Gruppe

UH)={T € BH): T'T =TT" =idy}
kontrahierbar ist.! Diese ist eine auf dem reellen Banachraum
{I'e B(H): T*=-T}

der schief-hermiteschen Operatoren modellierte topologische Mannigfaltigkeit;
sie ist metrisierbar als Teilmenge des Banachraums (B(H),|| - ||op) der be-
schrankten linearen Operatoren T: H — H.

Auch einige klassische Fakten wurden in der Vorlesung bewiesen und Berech-
nungen durchgefiihrt, etwa die Berechnung der Homotopiegruppen 7 (S,,) der

'Siehe Kuiper, N. H., The homotopy type of the unitary group of Hilbert space, Topology
3 (1965), 19-30.



Sphéren fir k£ < n.

Wahrend in der Vorlesung im Wesentlichen alles hier prasentierte Material
(auBerhalb der Anhénge und ohne Sternchen) auch bewiesen wurde, werden
zu Beginn des Skripts (vor allem in den Kapiteln 1 und 2) meist nur Defini-
tionen, Beispiele und Ergebnisse festgehalten. Spater, sobald es technischer
wird, ist das Skript vollstandig.

Das Skript beinhaltet keinerlei Graphiken und Skizzen, die gerade fiir die
Topologie natiirlich wichtig und hilfreich sind und an der Tafel haufig gegeben
wurden. Ein Blick in das Buch von Hatcher, das fiir die Vorlesung eine
wichtige Quelle war, kann in dieser Hinsicht hilfreich sein (relevant sind vor
allem die Seiten 1-10, 14-17, 40-46, 50-51, 337-351, 360-362, 375-377 und
Seite 379).

Hatchers Buch verfolgt einen anschaulich-geometrischen Zugang und ist oft
recht knapp. Erganzend zu solchen Kurzbeschreibungen in Worten ist es
auch ein Ziel des Skriptes, durchweg (oder jedenfalls meistens) Beweise in
konkreten Formeln zu geben.?

Die Vorlesung beabsichtigte keine Einfiihrung in Algebraische Topologie iiber
Homotopietheorie hinaus: weder Homologietheorien noch Kohomologie
wurden behandelt und aus Zeitgriinden auch nicht typische klassische An-
wendungen. Aber wenigstens ein Spezialfall von Gebietsinvarianz wurde
bewiesen (eine intrinsische Beschreibung der Randpunkte eines Halbraums
in R™). Ersetzt man R™ durch einen unendlich-dimensionalen Banachraum
oder Fréchetraum E, kann es iibrigens nichts Entsprechendes geben, denn
jede abgeschlossene konvexe Teilmenge A C E mit nicht-leerem Inneren ist
zu E homéomorph.?

Die als separates pdf-File ausgelagerten Ubungsaufgaben sind ein integraler
Bestandteil des Skripts.

2Eine Ausnahme bildet die nur oberflichliche Diskussion geschlossener Flichen.
3Siehe Theorem 62 in Kapitel VI von C. Bessaga und A. Pelczytiski, “Selected Topics
in Infinite-Dimensional Topology,” PWN, Warschau, 1975.
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1 Topologische Grundlagen

Dieses Kapitel ist Grundlagen der mengentheoretischen Topologie gewidmet,
die fiir die algebraische Topologie von Nutzen sind. Das Kapitel umfasst
alles, was wir benotigen werden.

Topologische Raume und stetige Funktionen

Definition 1.1 Essei X eine Menge. Eine Menge O von Teilmengen V' C X
wird eine Topologie auf X genannt, wenn gilt:

(O1) Esgilt ® € O und X € O.

(02) Fiir jede Familie (V}),e; von Mengen V; € O gilt | J._,V; € O.

jed
(03) Firalle V,\IW e Oist VNW € O.

Man nennt dann (X, Q) einen topologischen Raum; die Mengen V' € O wer-
den offene Teilmengen von X genannt. Gegeben x € X nennt man eine
Teilmenge V' C X eine offene Umgebung von x in X, wenn V offen ist und
xr € V. Eine Teilmenge von X wird Umgebung von x genannt, wenn sie
eine offene z-Umgebung enthélt. Eine Teilmenge A C X wird abgeschlossen
genannt, wenn ihr Komplement X \ A offen ist. Ein topologischer Raum
(X, O) wird Hausdorffsch genannt, wenn fiir je zwei Punkte in X disjunkte
Umgebungen existieren, d.h. fiir alle z,y € X mit x # y existiert eine z-
Umgebung U und eine y-Umgebung V mit U NV = (.

Definition 1.2 Eine Funktion f: X — Y zwischen topologischen Rdumen
wird stetig genannt, wenn f~1(V) in X offen ist fiir jede offene Teilmenge V'
von Y.

Genau dann ist f stetig, wenn f~(A) in X abgeschlossen ist fiir jede abge-
schlossene Teilmenge A von Y.

Lemma 1.3 Sind f: X — Y und g: Y — Z stetige Abbildungen zwischen
topologischen Rdaumen, so ist auch die Komposition

gof: X =2, xwg(f(x))

stetig.



Induzierte Topologie

Definition 1.4 Ist (X, O) ein topologischer Raum und Y C X eine Teil-
menge, SO ist

Oy ={YnV:Ve0O}

eine Topologie auf Y. Man nennt diese die von X auf Y induzierte Topologie.
Wenn nicht anderes gesagt wird, versehen wir Y immer mit der induzierten
Topologie Oy. Die Mengen W € Oy werden relativ offene Mengen genannt
oder kurz: offen in Y. Die abgeschlossenen Teilmengen des topologischen

Raums (Y, Oy ) werden relativ abgeschlossen genannt oder kurz: abgeschlossen
mn Y.

Bemerkung 1.5 Per Definition ist eine Teilmenge W C Y genau dann re-
lativ offen, wenn W =Y NV fiir eine offene Teilmenge V' C X. Man kann
zeigen, dass eine Teilmenge A C Y genau dann relativ abgeschlossen ist,
wenn A =Y N B fiir eine abgeschlossene Teilmenge B von X (Ubung).

Lemma 1.6 FEs ser X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge,
versehen mit der induzierten Topologie. Dann gilt:

(a) Die Inklusion i:Y — X, y > y ist stetig.

(b) Ist f: X — Z eine stetige Funktion in einen topologischen Raum Z, so
ist auch die Einschrinkung fly:Y — Z, y+— f(y) stetig.

(c) Ist Z ein topologischer Raum und f: Z — X eine Funktion mit Bild
f(Z)CY, soist f genau dann stetig, wenn die Ko-Einschrinkung

I Z =Y, 2w f(2)
stetig st.

Lemma 1.7 (Klebelemma) Es seien X wund Y topologische Rdume und
f: X — Y eine Abbildung. Sind Ay und Ay abgeschlossene Teilmengen
von X mit X = Ay U Ay und sind die Einschriankungen f|a,: A1 — Y und
fla,: Ay = Y stetig beziiglich der jeweiligen induzierten Topologie, so ist f
stetig.



Produkttopologie
Definition 1.8 Sind (X, O;) und (X5, Oy) topologische Réume, so ist

O={VCX;xXy: VzeV)FVeO)FVo€Oy)zeV; x Vo CV}

eine Topologie auf dem kartesischen Produkt X; x X5. Man nennt O die
Produkttopologie auf Xy x X5. Wir versehen X; x X5 stets mit dieser Topolo-
gie, wenn nichts anderes gesagt wird. Fiir alle W7 € O; und Wy € O, ist
die Menge W7 x W5 in O; solche Mengen W x W5 nennt man auch offene
Kastchen.

Lemma 1.9 Fs seien (X1, O) und (X3, Os) topologischer Rdume. Versehen
wir X1 X Xo mit der Produkttopologie, so gilt:

(a) Die Projektion pry: X; x Xo — Xy, (21, x2) — x1 ist stetig und auch
die Projektion pry: X7 X Xo — Xo, (21, 22) — 9.

(b) Fiir jeden topologischen Raum Y ist eine Abbildung

F=U11): Y = XixXo, ye= (fi(y), f2(y))

genau dann stetig, wenn beide der Komponenten fi:Y — X; und
fo: Y — X, stetige Funktionen sind.

(¢) Fir alle x1 € X, ist die Funktion Xo — X1 X Xo, xo +— (21, 29) stetig.
Entsprechend mit vertauschten Rollen von X, und Xs.

Die folgende oft benutzte Tatsache wird in der Ubung bewiesen.

Lemma 1.10 Es seien (X1, 01) und (X3, Os) topologische Riume und O
die Produkttopologie auf X := X1 x X5. Gegeben Teilmengen Y7 C Xy und
Yo C X5 sei Y :=Y) x Yy und Oy die von (X, O) aufY induzierte Topologie.
Schreiben wir (O;)y, fir die von X; aufY; induzierte Topologie fir j € {1,2},
so konnen wir' Y auch mit der Produkttopologie T wversehen, als Produkt von

(Y1, (O1)y,) und (Yo, (Os)y,). Dann gilt Oy =T.

10



Homoomorphismen, topologische Einbettungen, offene
und abgeschlossene Abbildungen

Definition 1.11 Es seien X und Y topologische Raume und f: X — Y
eine Abbildung.

(a) Ist f bijektiv und sind f sowie die Umkehrfunktion f~: ¥ — X stetig,
so nennt man f einen Homdoomorphismus.

(b) Ist f(U) offen in Y fiir jede offene Teilmenge U C X, so wird f eine
offene Abbildung genannt.

(c) Ist f(A) abgeschlossen in Y fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C X,
so wird f eine abgeschlossene Abbildung genannt.

(d) Ist die Ko-Einschrinkung f|/X): X — f(X), z + f(z) ein Homéo-
morphismus, so nennt man f eine topologische Einbettung (oder auch:
einen Homdomorphismus auf das Bild).

Zwei topologische Rdume X und Y werden homdomorph genannt (und man
schreibt X ~ Y’), wenn ein Homéomorphismus f: X — Y existiert.

Homéomorph zu sein ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der topolo-
gischen Raume.

Bemerkung 1.12 Fiir die Zwecke der Topologie sehen zueinander homoo-
morphe topologische Rdume X und Y “gleich aus.” Alles, was wir (nur unter
Benutzung offener und abgeschlossener Teilmengen) fiir X zeigen konnen, gilt
auch fir Y und umgekehrt.

Beispiel 1.13 Fiir alle topologischen Raume X; und X, sind fir j € {1,2}
die Projektionen

pr;: X XX2—>Xj, (l’l,l‘g)f—)l‘j

offene Abbildungen.
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Inneres, Abschluss und Rand einer Teilmenge

Fiir Teilmengen von R™ (oder Teilmengen metrischer Rdume) sind Thnen die
folgenden Begriffe aus der Analysis 2 bekannt.

Definition 1.14 Es sei (X, Q) ein topologischer Raum und M C X.
(a) Das Innere M° von M ist definiert als die Vereinigung

MO = UV

VeO:
VEM

aller in M enthaltenen offenen Teilmengen von M.
(b) Der Abschluss M von M ist definiert als der Durchschnitt

M::ﬂA

ACX abg.:
MCA

aller M enthaltenden abgeschlossenen Teilmengen von M.

(c¢) Der Rand OM von M ist definiert als
OM = M\ M°.
Bemerkung 1.15 (a) Als Vereinigung offener Mengen ist M? offen; es ist

M? die groBte in M enthaltene offene Teilmenge von X.

(b) Als Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist M abgeschlossen; es ist
M die kleinste M enthaltende abgeschlossene Teilmenge von X.

(c) OM = M\ M° =M n (X \ M°) ist abgeschlossen.
Folgende Charakterisierungen beweist man wie im R"; wir iberspringen sie.

Lemma 1.16 FEs sei X ein topologischer Raum, M C X eine Teilmenge
und x € X. Dann gilt:

(a) Genau dann ist x € M°, wenn M eine Umgebung von x ist.
(b) Genau dann ist x € M, wenn M NV # O fiir jede Umgebung V von x
n X.

12



(c¢) Genau dann ist x € OM, wenn M NV # 0 und (X \ M)NV £ 0 fir
jede Umgebung V von x in X.

Beweis. (a) Ist x € MY so ist die offene Menge M und somit M 2
M?° eine 2-Umgebung. Ist M eine z-Umgebung, so existiert eine offene
2-Umgebung V in X mit V € M. Dann ist V C M°, also M° eine -
Umgebung.

(b) Ist nicht » € M, so ist z € X \ M, also V := X \ M eine offene x-
Umgebung mit VN M C VN M = 0. Umgekehrt: Gibt es eine 2-Umgebung
V mit MNV =), sosei W C X eine offene z-Umgebung mit W C V. Dann
ist MNW =0, also M in der abgeschlossenen Menge X \ W enthalten und
folglich M C X \ W. Da z € W, folgt & M.

(c) Ist # € OM, so ist x € M. Nach (b) ist fiir jede z-Umgebung V also
VNM#®. Daz ¢ M° kann nach (a) nicht V' C M sein, es gilt also
VN(X\M)#0D. Gilt fur jede -Umgebung V' sowohl VN M # () und
VN (X \M)#0, soist € M nach (b) und es ist kein V in M enthalten,
also x ¢ M° nach (a). Folglich ist z € M \ M° = OM. O

Kompakte topologische Raume

Definition 1.17 Essei X ein topologischer Raum. Eine Familie (V});cs von
Teilmengen V; C X wird offene Uberdeckung von X genannt, wenn jedes Vi

eine offene Te1lmenge von X ist und X =, V,

Definition 1.18 Ein topologischer Raum K heifit kompakt, wenn fiir jede
offene Uberdeckung (Vj)jes von K eine endliche Teiliiberdeckung ex1stlert

d.h. es existiert eine endliche Teilmenge ® C J derart, dass X = | ica V)

Bemerkung 1.19 Wir folgen hier dem englischen Sprachgebrauch. In Frank
reich und Deutschland wird ein topologischer Raum wie in Definition 1.18
iiblicherweise quasikompakt genannt; nur Hausdorffsche quasikompakte topo-
logische Raume werden kompakt genannt. Davon abweichend arbeiten wir
mit Definition 1.18 und setzen die Hausdorff-Eigenschaft nicht voraus. Wird
die Hausdorff-Eigenschaft verlangt, wird dies explizit gesagt.

Definition 1.20 Es sei X ein topologischer Raum und K C X eine Teil-
menge. Eine Familie (W;);c; von Teilmengen W; C X wird eine offene
Uberdeckung von K in X genannt, wenn jedes W; offen in X ist und K C

UjEJ W;.
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Lemma 1.21 FEs sei X ein topologischer Raum und K C X eine Teilmenge.
Dann sind daquivalent:

(a) K ist kompakt in der von X induzierten Topologie.

(b) Jede offene Uberdeckung (W;);es von K in X hat eine endliche Teil-
tuberdeckung, d.h. es existiert eine endliche Teilmenge ® C J derart,
dass K C U ee Wi

Der folgende Satz sammelt wichtige elementare Fakten.

Satz 1.22 Ist K ein kompakter topologischer Raum, so gilt:

(a) Ist f: K — Y eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum Y,
so ist f(K) kompakt in der von'Y induzierten Topologie. (Kurz: Stetige
Bilder kompakter Raume sind kompakt).

(b) Jede abgeschlossene Teilmenge A C K ist kompakt.

(c) Ist K eine Teilmenge eines Hausdorffschen topologischen Raums X,
die wn der induzierten Topologie kompakt ist, so ist K abgeschlossen
m X.

Satz 1.23 Es sei f: K — Y eine stetige Abbildung von einem kompak-
ten topologischen Raum K in einen Hausdorffschen topologischen Raum Y .
Dann ist f eine abgeschlossene Abbildung.

Folgerung 1.24 Es sei f: K — Y eine bijektive stetige Abbildung von
einem kompakten topologischen Raum K in einen Hausdorffschen topologi-
schen RaumY . Dann ist f~1:Y — X stetig, also [ ein Homoomorphismus.

Folgerung 1.25 FEs sei f: K — Y eine injektive stetige Abbildung von
einem kompakten topologischen Raum K in einen Hausdorffschen topolo-
gischen Raum Y. Dann ist f eine topologische Einbettung.

Definition 1.26 Im Folgenden bezeichne || - ||, die euklidische Norm auf R",

lzllz = /i + - a3
fir x = (xy,...,2,) € R". Man nennt

So_1 = {z € R": ||z||; = 1}
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die (n — 1)-Sphére. Wir schreiben
D, :={z e R": ||z|2 < 1}
fiir die abgeschlossene Einheitskugel in R™ beziiglich der euklidischen Norm.

Beispiel 1.27 Ist K C R" eine kompakte Teilmenge mit nicht-leerem In-
neren K° # (), so ist der Rand 0K von K homdomorph zur (n — 1)-Sphére,

3K ~ Sn—l‘

Ist 0 € K?, so ist
1

]l

h: 0K — S,_1, xr x

ein Hom6omorphismus.

Wir erwahnen ein weiteres Resultat tiber kompakte topologische Raume,
das Lemma von Wallace (auch Satz von Wallace genannt); in der Vorlesung
iiberspringen wir es zunéchst.

Lemma 1.28 FEs seien X, und Xo topologische Raume und Ky C X sowie
Ky C Xy kompakte Teilmengen. Ist V C X x X5 offen in der Produkttopolo-
gie und K CV, so qibt es offene Teilmengen Vi C Xy und Vo C Xy derart,
dass

KiCVi, KyCVy und VixVyCV.

Beweis. Die Aussage ist trivial, wenn K; = () oder Ky = (). Seien nun K;
und K5 nicht leer. Da V in X; x X5 mit der Produkttopologie offen ist,
gibt es zu x € K; und y € K, eine offene z-Umgebung P, , und eine offene
y-Umgebung (), , derart, dass

Px,y X Qx,y g V.

Fiir festes x ist (Qyy)yek, eine offene Uberdeckung von K»; es existiert also
eine endliche Teilmenge V(z) C K, derart, dass

K, C U Qw,y = Qz

yeY(z)

Dann ist U(x) # () und es ist



eine offene x-Umgebung. Da K; kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge
® C K; mit
KyC| P = P
red
Dann ist ® # () und Q := [, @« €ine offene Teilmenge von X, mit K, C Q.
Per Konstruktion ist

PxQ = [JExQcJPxQ)=1J U P xQy)

zed rzed zed yev(z)
c U U vy X Quy) C V.
z€P yel(x

Wir benotigen auch einen Spezialfall des Satzes von Tychonoff.

Satz 1.29 Sind K, und Ky kompakte topologische Raume, so ist K1 x Ko
kompakt bezuglich der Produkttopologie.

Beweis. Die Aussage ist trivial, wenn K; = () oder K, = (). Seien nun K;
und K nicht leer. Ist (V}), e eine offene Uberdeckung von K7 x Ko, so gibt
es fiir alle (z,y) € K1 x Ky ein j(z,y) € J mit (z,y) € Vj@,y). Per Definition
der Produkttopologie gibt es eine offene z-Umgebung P,, € K; und eine
offene y-Umgebung @, , C K, derart, dass

Pry X Quy € Vi) -

Fiir festes v € Ky ist (Quy)yek, eine offene Uberdeckung von K,. Da K,
kompakt ist, gibt es also eine endliche Teilmenge ¥ (x) C K5 derart, dass

= | Quy-

yev ()

Dann ist P, := myE\Il (@) P, , eine offene xz-Umgebung in K, also (P,).ck,
eine offene Uberdeckung von K. Da K, kompakt ist, gibt es eine endliche
Teilmenge & C K; mit

Ky =|]JP..

zed
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Dann bilden die Mengen Vj(,) mit € ® und y € V(x) eine endliche
Teiliiberdeckung von (V});ey; es ist ndmlich

Kix Ky = UPXKz U U (P X Quy)

zed z€d yev(z
C U U vy X Quy) C U U Vi) -
z€P yeU(x ze€P yev(x)
Also ist K7 x Ky kompakt. O

Aus Lemma 1.21 folgt sofort:

Lemma 1.30 FEs sei X ein topologischer Raum. Sind Ki,..., K, endlich
viele kompakte Teilmengen von X, so ist auch Ky U---U K,, kompakt.

Lokal kompakte Raume

Definition 1.31 Ein topologischer Raum X heif3t lokal kompakt, wenn fiir
jedes z € X jede z-Umgebung eine kompakte z-Umgebung enthalt.

Satz 1.32 Jeder Hausdorffsche, kompakte topologische Raum K 1ist lokal
kompakt.

Daraus folgert man (siche Ubung): Ein Hausdorffraum X ist genau dann
lokal kompakt, wenn jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.

Aus 1.30 folgt sofort:
Lemma 1.33 Ist X ein lokal kompakter topologischer Raum, K C X eine
kompakte Teilmenge und U C X eine offene Teilmenge mit K C U, so gibt

es eine kompakte Teilmenge L C U derart, dass K C L° gilt fiir das Innere
L% von L in X.

Alsoist K C I C L CU.

Definition 1.34 Ein topologischer Raum X heifit o-kompakt, wenn er eine
abzahlbare Vereinigung kompakter Teilmengen ist.

Es existiert also eine Folge (Kn)neN von kompakten Teilmengen K, C X
derart, dass X =

nEN
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Lemma 1.35 Ist X ein o-kompakter, lokal kompakter topologischer Raum,
so existiert eine Folge (K, )nen von kompakten Teilmengen K, C X derart,
dass X = J, ey Kn und

K, CK),, firallen€N,
wobei K9 das Innere von K,, in X ist.

Eine Folge (K, )nen wie in Lemma 1.35 nennt man eine kompakte Ausschopfung
von X. Zum Beispiel bilden die Intervalle [—n,n] fiir n € N eine kompakte
Ausschopfung von R.

Bemerkung 1.36 Die Schlussfolgerung von Lemma 1.35 bleibt giiltig, wenn
X ein o-kompakter topologischer Raum ist, in dem jeder Punkt eine kom-
pakte Umgebung besitzt.

Quotientenabbildungen

Definition 1.37 Es sei (X, Q) ein topologischer Raum, Y eine Menge und
q: X — Y eine surjektive Abbildung. Dann ist

T ={VCY:q¢"V)e€O}
eine Topologie auf Y. Man nennt T die Quotiententopologie.

Beispiel 1.38 Ist X eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Wir
schreiben [z] fiir die Aquivalenzklasse von z € X und

X/~ = {lz]: x € X}

fiir die Menge aller Aquivalenzklassen. Wir kénnen dann X / ~ versehen mit
der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Abbildung

¢ X=X/~ x+—]2]
Diese macht ¢ zu einer Quotientenabbildung im folgenden Sinn.

Definition 1.39 Es seien (X, O) und (Y, T) topologische Rdume. Eine Ab-
bildung ¢: X — Y wird Quotientenabbildung genannt, wenn ¢ surjektiv ist
und 7 die Quotiententopologie ist.
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Jede Quotientenabbildung ¢: X — Y ist stetig, denn fiir alle offenen Teil-
mengen V C Y ist ¢7}(V) € O per Definition der Quotiententopologie.

Lemma 1.40 Fir eine surjektive Abbildung q: X — Y zwischen topolo-
gischen Rdumen sind dquivalent:

(a) q ist eine Quotientenabbildung.

(b) Fir jede Teilmenge V- C'Y gilt: 'V ist genau dann offen in Y, wenn
¢ Y (V) in X offen ist.

(c) Fiir jede Teilmenge A CY gilt: A ist genau dann abgeschlossen in'Y,
wenn ¢~ (A) in X abgeschlossen ist.

Satz 1.41 Es sei q: X — Y eine Quotientenabbildung zwischen topolo-
gischen Rdumen. Fir eine Abbildung f:Y — Z in einen topologischen
Raum Z sind dquivalent:

(a) f ist stetig;

(b) foq: X — Z ist stetig.

Satz 1.42 Es sei q: X — Y eine surjektive, stetige Abbildung zwischen
topologischen Rdaumen. Ist q eine offene Abbildung oder eine abgeschlossene
Abbildung, so ist q eine Quotientenabbildung.

Folgerung 1.43 Ist K ein kompakter topologischer Raum, Y ein Hausdorff-
scher topologischer Raum und q: K — Y eine surjektive, stetige Abbildung.
Dann ist q eine Quotientenabbildung.

Beispiel 1.44 Fiir z,y € [0,1] schreiben wir z ~ y, wenn x = y oder
{z,y} = {0,1}. Dannn ist [0, 1]/~ homéomorph zu S;; die Abbildung

0,1]/~ — Sy, [z] — (cos(2mx), sin(27x))

ist ein Homdomorphismus.? Weiter ist [0,1] — S;. z + sin(27z) eine
Quotientenabbildung.?

4Das sieht man am einfachsten mit Folgerung 1.24.
®Das sieht man am einfachsten mit Folgerung 1.43.
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Beispiel 1.45 Fiir z := (s1,t;) und y := (s2,t3) in [0,1]* schreiben wir
r ~y, wenn x = y oder s; = s = 0. Dann ist [0, 1]?/ ~ homdomorph zum
Dreieck A aller (s,t) € R* mit s € [0,1] und 0 < ¢ < s. Die Abbildung

0,1/~ — A, (s,t) = (s, st)
ist ein Homoomorphismus. Weiter ist
(0,1 = A, (s,t) = (s, st)
eine Quotientenabbildung.

Beispiel 1.46 Ist K C R" eine kompakte konvexe Teilmenge mit nicht-
leerem Inneren K°, so ist K ~ D,. Im Falle 0 € K ist nach Beispiel 1.27
1

h: 0K — S,,_1, T
[z]2

T

ein Homoomorphismus. Weiter ist
q:[0,1] x 0K - K, (t,z)—tx
eine Quotientenabbildung. Die Abbildung
g: K —>D,, tx — th(x) fir z € 0K und t € [0, 1]
ist ein Homéomorphismus mit g(0K) = dD,, = S,_;.

Beispiel 1.47 Fiir z,y € D,, mit n € N schreiben wir x ~ y wenn x = y oder
z,y € S,—1 = ID,, (als Teilmenge von R™). Dann ist D,,/ ~ homéomorph zu
S,. Die Abbildung h: D,/ ~ — S, C R"" = R" x R mit [0] — 0,

2] o (Sm(”““"”?)x,cos(waHQ)) wenn & # 0

|2
ist ein Homoomorphismus.
Beispiel 1.48 Fiir z,y € [0,1]" mit n € N schreiben wir  ~ y wenn = = y

oder z,y € ([0, 1]™) mit dem Rand als Teilmenge von R™. Dann ist [0, 1]"/ ~
homéomorph zu S,,.
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Wir werden spéater Situationen kennenlernen, in denen Quotiententopologien
Hausdorffsch sind. Mengen der folgenden Art nutzen mitunter beim Beweis
der Hausdorffeigenschaft.

Definition 1.49 Ist ¢: X — Y eine surjektive Abbildung, so nennen wir
eine Teilmenge M C X saturiert, wenn M = q~*(q(M)).

Bemerkung 1.50 (a) Damit M saturiert ist, muss fiir alle z € M und
alle y € X mit g(x) = q(y) also y € M sein.

(b) Ist Y = X/~ fiir eine Aquivalenzrelation und ¢ die kanonische Abbil-
dung, so muss also y € M sein fir alle + € M und alle y € X mit
Y~ T

Lemma 1.51 Es sei q: X — Y eine Quotientenabbildung zwischen topolo-
gischen Raumen. Dann gilt:

(a) Ist U C X offen und saturiert, so ist q(U) offen in'Y.

(b) Ist A C X abgeschlossen und saturiert, so ist q(A) abgeschlossen in'Y .

Satz 1.52 (Homomorphiesatz) Es sei ¢: X — Y eine Quotientenabbildung
zwischen topologischen Raumen und f: X — Z eine stetige Abbildung in
einen topologischen Raum Z. Folgt fir alle x1,29 € X aus q(z1) = q(z2),
dass f(x1) = f(x2), so gibt es genau eine Abbildung

Y =>Z

derart, dass f oq = f; diese ist stetig. Ist f eine_Quotientenabbildung und
q(z1) = q(z2) 2u f(x1) = f(x2) dquivalent, so ist f ein Homdéomorphismus.

Ist g: X — Y und M C X eine Teilmenge, so hitte man gern Kriterien dafiir,
dass auch q|}1\(4M): M — q(M) eine Quotientenabbildung ist. Ist M kompakt
und Y Hausdorffsch, gilt dies wegen Folgerung 1.43. Weitere Kriterien sind
bekannt, wenn M saturiert ist. Wir halten diese fiir die Allgemeinbildung
fest, iiberspringen sie aber in der Vorlesung.

Satz 1.53 (FEinschrinken auf saturierte Teilmengen). Es seiq: X — Y eine
surjektive, stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen und M C X
eine saturierte Teilmenge.
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(a) Ist q eine offene Abbildung, so ist auch q|‘]]\(4M): M — q(M) eine offene
Abbildung und somit eine Quotientenabbildung.

(b) Ist q eine abgeschlossene Abbildung, so ist auch q|?\§M): M — q(M)
eine abgeschlossene Abbildung und somit eine Quotientenabbildung.

(c) Ist M offen oder abgeschlossen in X und ist q eine Quotientenabbil-
dung, so ist q|?\2M): M — q(M) eine Quotientenabbildung.

Beweis. Sei p := q\?\gM).

(a) Sei W C M eine relativ offene Menge. Zu zeigen ist, dass p(W)
relativ offen in p(M) = ¢(M) ist. Es ist W = M NV mit einer offenen
Menge V' C X. Da ¢ eine offene Abbildung ist, ist ¢(V') offen in Y. Wir
zeigen, dass

g(W) = q(M) ng(V);
dann ist ¢(W) also relativ offen in ¢(M). Die Inklusion ¢(W) C ¢(M)Ngq(V)
ist trivial, da W C M und W C V. Ist nun ¢(v) € ¢(M) fiir ein v € V, so
ist v € g H(q(M)) = M, da M saturiert ist, alsov e M NV = W.

(b) Im Beweis von (a) ersetze man offene durch abgeschlossene Mengen
und relativ offene durch relativ abgeschlossene Mengen.

(c) Wir betrachten zunéchst den Fall, dass M offen in X ist. Da p :=
q\?\;M) stetig ist, brauchen wir nach Lemma 1.40 (b) nur fiir jede Teilmenge
U C q(M) zu zeigen: Ist p~*(U) offen in M, so ist U offen in ¢(M). Da M
in X offen ist, ist die relativ offene Menge p~'(U) auch in X offen. Da
U C q(M) und M beziiglich ¢ saturiert ist, ist p~*(U) = ¢~ *(U) beziiglich ¢
saturiert. Also ist U = p(p~'(U)) = q(¢ ' (U)) offen in Y und somit auch
offen in ¢(M). Der Fall, dass M in X abgeschlossen ist, ldsst sich wegen
Lemma 1.40 (c¢) analog behandeln (man ersetze offene durch abgeschlossene
Mengen). O

Finale Topologien

Definition 1.54 Es sei Y eine Menge und (f;);ec; eine Familie von Abbil-
dungen f;: X; — Y mit topologischen Rédumen (X, O;). Dann ist

O:={VCY:(VjelJ) [ (V)eO;}

eine Topologie auf Y. Man nennt O die finale Topologie auf Y beziiglich der
Familie (f;);es-
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Per Definition macht die finale Topologie jede der Abbildungen f; stetig.

Lemma 1.55 Es sei (Y, O) ein topologischer Raum und (f;);es eine Familie
von Abbildungen f;: X; — Y mit topologischen Riumen (X;, O;). Dann sind
aquivalent:

(a) T ist die finale Topologie auf Y beziglich der Familie (f;)jes-

(b) Fir jede Teilmenge V- C'Y gilt: 'V ist genau dann offen in Y, wenn
fiir jedes j € J das Urbild fj_l(V) in X offen ist.

(c) Fiir jede Teilmenge A CY gilt: A ist genau dann abgeschlossen in'Y,
wenn fir jedes j € J das Urbild f]-*l(A) in X; abgeschlossen ist.

Satz 1.56 Es sei Y ein topologischer Raum, dessen Topologie O final ist
beziiglich einer Familie (f;)je; von Abbildungen f;: X; — Y mit topolo-
gischen Raumen X;. Fir jeden topologischen Raum Z und jede Abbildung
Y = Z sind dann dquivalent:

(a) f ist stetig;

(b) Fir jedes j € J ist die Abbildung f o f;: X; — Z stetig.

Beispiel 1.57 Ist X ein topologischer Raum und ¢: X — Y eine surjektive
Abbildung, so ist die finale Topologie auf Y beziiglich der nur aus der einen
Abbildung ¢ bestehenden Familie die zuvor diskutierte Quotiententopologie
beziiglich q.

Beispiel 1.58 Es sei (X, O;) ey eine Familie topologischer Rdume derart,
dass X; N X; =0 fir alle 4, j € I mit ¢ # j. Es sei O die finale Topologie auf

X =Jx

jes
beziiglich der Familie (\;);e; der Inklusionsabbildungen
)\ji X] — X, T = Z.

Man nennt dann (X, Q) die topologische Summe der Familie (X, O;) ey
topologischer Raume.
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Bemerkung 1.59 Fiir jedes j € J und jede offene Menge V C X ist V' =
A;(V) offen in der topologischen Summe X, denn A7 (V) = V ist offen in X;
und \;1(V) = VN X; = 0 ist offen in X; fiir alle Indizes i # j. Ebenso ist A
abgeschlossen in X fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C X;. Insbesondere
ist X; offen und abgeschlossen in X und J; ist eine offene Abbildung und
eine topologische Einbettung.

Beispiel 1.60 R* ist die topologische Summe von |—o0, 0] und |0, ool.

1.61 Wir betrachten eine topologische Summe X = |J;.;X; wie in
Beispiel 1.58. Ist Y ein topologischer Raum und (f;);e; eine Familie stetiger
Funktionen f;: X; — Y, so ist

f[: X =Y, xw— fi(r) firjeJ, wennz € X;

die eindeutige Funktion derart, dass f|x, = f; fiir alle j € J (also fo); = f;),
und diese ist stetig. Wir schreiben auch

Ut =r
jeJ
denn der Graph von f ist der Vereinigung der Graphen all der f;.

Beispiel 1.62 Sei nun (X, Oj),c; eine Familie beliebiger (nicht notwendig
paarweise disjunkter) topologischer Rdume. Es sei O die finale Topologie auf

X =) < %)
jeJ
beziiglich der Familie (\;);c; der Abbildungen
Nt X; =X, = (j,x).

Man nennt dann (X, Q) die topologische Summe der Familie (X;, O;) ey
topologischer Raume und schreibt

[1x =x.
jeJ

1.63 Gegeben eine Familie (f;);es stetiger Abbildungen in einen topologis-
chen Raum Y gibt es auch hier genau eine Abbildung f: X — Y derart,
dass fo); = f; fiir alle j € J (und diese ist stetig). Man schreibt auch hier
U,e, fi fiir diese Abbildung f.
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Bemerkung 1.64 Auch in der Situation von Beispiel 1.58 schreibt man
11 jes X; tir die topologische Summe.

Bemerkung 1.65 Nachdem man notfalls X; durch {j} x X, ersetzt und
r € X; mit (j,z) € {z} x X, identifiziert, kann man topologische Summen
immer wie in Beispiel 1.58 realisieren und sich jedes X; als Teilmenge der
topologischen Summe vorstellen.

1.66 Es seien (X;);es und (Yj),;e; Familien topologischer Réume mit den
topologischen Summen (X, (A;);es) und (Y, (115)es). Ist (fj);es eine Familie
stetiger Abbildungen f;: X; — Yj, so schreiben wir

Hfj = U(Mj o f;)

jed jet
fiir die eindeutige Abbildung f: X — Y derart, dass
foXi=pjof;

fiir alle j € J. Diese ist stetig.

Weitere Beispiele finaler Topologien erhalt man auf direkten Limites.

Beispiel 1.67 Es sei (X, O)nen, eine Folge topologischer Raume derart,
dass

X1CXpC-- (1)
und fiir alle m > n in Ny die Inklusion A, ,,: X,, = X, stetig ist von (X,,0,,)

nach (X,,,0,,). Man nennt dann (1) eine gerichtete Folge topologischer
Raume. Die finale Topologie O auf

X = U X,
n€eNy

beziiglich der Folge (A,)nen, der Inklusionsabbildungen A, : X, = X, z —
wird direkte Limestopologie auf X genannt und (X, O) der direkte Limes der
gerichteten Folge (1). Man schreibt dann auch

X =1limX,.
H
Stimmt fir jedes n € N die Topologie O, auf X, iiberein mit der von
(Xni1, Op) auf X, induzierten Topologie, so spricht man von einer strikten

gerichteten Folge (also wenn A, , fiir alle m > n eine topologische Einbettung
ist).
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Bemerkung 1.68 Nach Satz 1.56 ist eine Abbildung f: X — Y in einen
topologischen Raum Y genau dann stetig auf einem direkten Limes X =
lim X,,, wenn fo )\, stetig ist fiir alle n € Ny, also f|x, stetig ist auf (X,, O,)
_)

fir alle n € Nj.

Fiir einen direkten Limes X = J, _y X, wie zuvor gilt:

neN

Lemma 1.69 Fir ein m € N sei fir jede naturliche Zahl n > m eine offene
Teilmenge V,, C X,, gegeben derart, dass

Vmgvm—i-lg

Dann ist V :=J

nsm Va €ine offene Teilmenge von X = hin X,.

1.70 Im Vorgriff auf Definition 1.75 nennen wir einen topologischen Raum X
einen T1-Raum, wenn fiir jedes x € X die einpunktige Menge {z} in X
abgeschlossen ist. Jeder Hausdorffraum ist ein 7j-Raum.®

Lemma 1.71 Wir betrachten eine gerichtete Folge X; C Xy C --- topolo-
gischer Riume (X, O,,) und ihren direkten Limes (X,O). Dann gilt:

(a) Ist (X,,0,) ein Ti-Raum fir jedes n € N, so ist auch (X,0) ein T}-
Raum.

(b) Ist (X,,0,) ein Ti-Raum fir jedes n € N, so gibt es fiir jede kompakte
Teilmenge K C X einn € N mit K C X,,.

(c) Ist die gerichtete Folge strikt, so stimmt fiir jedes n € N die Topologie
O,, tdberein mit der von (X, Q) auf X,, induzierten Topologie, d.h. die
Inklusionsabbildung A\, : X, — X ist eine topologische Einbettung.

(d) Sei m € N und A C X eine Teilmenge derart, dass AN X, in X,
abgeschlossen ist fur alle natiurlichen Zahlen n > m. Dann ist A in X
abgeschlossen.” Insbesondere gilt: Ist m € N und A C X,, eine Teil-
menge, die fur jede naturliche Zahl n > m in X, abgeschlossen ist.
Dann ist A in X abgeschlossen.

OFiir festes = gibt es fiir jedes y # x namlich disjunkte offene Umgebungen U, und V,
von z und y. Dann ist @ ¢ Vj, und X \ {z} = U,c x\ (4} Vy offen, also {x} abgeschlossen.

"Fiir n > m ist A\, 1(A) = AN X,, abgeschlossen in X,, per Voraussetzung. Fiir n <m
ist A\,1(A) = X, N A = A1 (AN X,,) abgeschlossen in X,, wegen der Stetigkeit der
Inklusionsabbildung Ay, 5 : X, — Xop.
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Ein grundlegender Sachverhalt wird oft benutzt:

Lemma 1.72 (Transitivitit finaler Topologien) Es sei (Y,O) ein topolo-
gischer Raum und (f;)jes eine Familie von Abbildungen f;: X; — Y mit
topologischen Réiumen (X;,O;). Fir jedes j € J sei (fji)ier; eine Familie
von Abbildungen f;;: X;; — X; mit topologischen Riumen (X;;, O;;). Dann
qgilt: Ist die Topologie O auf X final beziiglich (f;);es und ist fir jedes j € J
die Topologie O; auf X; final beziiglich (f;;)ic1,, so ist die Topologie O auf Y
auch final beziiglich der Familie der Kompositionen f;o f;;: X;; — X fur
JjeJundiclj.

Beweis. Da O final bzgl. (f;) e ist, ist eine Teilmenge V' C Y genau dann
in O, wenn fiir jedes j € J das Urbild fj_l(V) in X; offen ist. Da O; final
bzgl. (fji)ier, ist, gilt letzteres genau dann, wenn fiir jedes ¢ € I; das Urbild
[ (f;7 1 (V) in X offen ist. Dieses Urbild stimmt mit

(fio fi) (V)

iiberein. Die Offenheit letzterer Urbilder bedeutet, dass V' offen ist in der
finalen Topologie bzgl. der Familie der f; o f;;. a

Ein wichtiger Spezialfall ist wie folgt:

Lemma 1.73 Es sei X eine Menge, (f;)jes eine Familie von Abbildungen
fi+ X; = X mit topologischen Riumen (X;,O;). Weiter sei

S = HX]
jeJ

die topologische Summe mit den kanonischen Einbettungen \;: X; — S fur
j € J und es sei
q:=Ujesf;: S =X

die durch qo \; = f; festgelegte Abbildung. Ist

X = (X)),

jeJ

so stimmt die Quotiententopologie T auf X beziiglich q tiberein mit der finalen
Topologie O beziiglich der Familie (f;)jes-
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Beweis. Die Quotiententopologie T ist final beziiglich q. Da die Topologie
auf S final ist beziiglich der Familie (\;);ecs, ist wegen der Transitivitat finaler
Topologien T auch final beziiglich den Kompositionen go \; = f; fiir j € J.
Es ist also T = O. O

Eine weitere Eigenschaft topologischer Summen ist von Nutzen.
Lemma 1.74 Es sei (X;),c; eine Familie topologischer Rdume und
X =% =} x X
jeJ jed

mit den kanonischen FEinbettungen \;j: X; — X, x — (j,z). Fir jeden
topologischen Raum Z macht dann die Produkttopologie

X xZ=J{j} x X; x 2)

jedJ
zur topologischen Summe 1] ;(X; x Z).

Beweis. Als Menge ist bereits X x Z = [[;_;(X; x Z). Fiir jedes j € J ist
Aj: X; — X stetig, injektiv und eine offene Abbildung, also auch

N xidg: Xy x Z =X xZ, (z,2) = (\i(2), 2)

stetig, injektiv und eine offene Abbildung. Wir haben in X x Z daher die
gleichen offenen Mengen wie in [];;(X; x Z). O

Trennungseigenschaften
Definition 1.75 Es sei X ein topologischer Raum.

(a) Ist X Hausdorffsch, so sagt man auch, X habe die Trennungseigenschaft
7.

(b) X wird T} genannt, wenn fiir jedes x € X die einpunktige Menge {z}
abgeschlossen ist.

(¢) X wird requldr genannt, wenn fiir jedes x € X jede z-Umgebung U eine
x-Umgebung V' enthalt, die in X abgeschlossen ist. Reguldre Haus-
dorffraume werden T3 genannt.
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(d) X wird normal genannt, wenn fiir alle abgeschlossenen Teilmengen
A,B C X mit AN B = () offene Teilmengen U C X und V C X
existieren derart, dass A C U, B C V und U NV = (. Disjunkte
abgeschlossene Teilmengen von X haben in X also stets disjunkte offene
Umgebungen. Normale Hausdorffraume werden 7); genannt.

Manchmal ist folgende Beobachtung niitzlich:

Lemma 1.76 FEin topologischer Raum X ist genau dann Hausdorffsch, wenn
die Diagonale

Ax ={(z,z): v € X}
in X x X abgeschlossen ist (beziiglich der Produkttopologie).
Wir tiberpriifen dies in der Ubung.

Regularitat eines topologischen Raums kann wie folgt umformuliert werden:

Lemma 1.77 Fin topologischer Raum X ist genau dann requldr, wenn fir
jedes x € X wund jede abgeschlossene Teilmenge A C X mit x & A offene
Teilmenge P C X und Q C X existieren mit x € P, AC Q und PNQ = 0.

Beweis. Ist X reguldr und sind z und A wie zuvor, so ist X \ A eine
x-Umgebung und enthalt somit eine abgeschlossene x-Umgebung V. Dann
leisten P :=V°und Q := X \ V das Gewiinschte. Ist umgekehrt die Bedin-
gung erfiillt und U eine offene x-Umgebung, so ist A := X \ U abgeschlossen
und x € A, es gibt also disjunkte offene Mengen P und @) mit = € P und
A C Q. Dann ist V := X \ @ abgeschlossen und P C V, also V eine
x-Umgebung. Aus X \U=ACQfolgt U DX \Q=V. O

Lemma 1.78 Fir die Trennungseigenschaften eines topologische Raums gel-
ten die Implikationen

T, = 15 = 1y, = 17.

Definition 1.79 Ein topologischer Raum (X, Q) heifit metrisierbar, wenn
eine Metrik d: X x X — [0, oo[ existiert mit

O={VCX:(VxeV)(3>0)B.(x) CV}.

Lemma 1.80 (a) Jeder kompakte Hausdorffraum ist normal.
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(b) Jeder metrisierbare topologische Raum ist normal.
(c) Jeder lokal kompakte Hausdorffraum ist requldr.

(d) Jeder o-kompakte, lokal kompakte Hausdorffraum ist normal.

Den Beweis zu (d), der in der Vorlesung iibersprungen wurde, finden Sie bei
Interesse im Anhang zu Kapitel 1.

1.81 Im Beweis von (b) haben wir benutzt, dass fiir jede nicht-leere, abge-
schlossene Teilmenge A C X die Funktion

da: X — (0,00, z+ irelgd(:v,a)

Lipschitzstetig ist mit Lipschitzkonstante 1, also
|[da(x) —da(y)| < d(z,y) firallez,y e X. (2)

Wir haben auch benutzt, dass offenbar d4(z) = 0 fiir alle z € A (man nehme
a =z im Infimum) und

da(z) >0 firallexz e X\ A. (3)

Bei Bedarf konnen die Begriindungen hier nachgelesen werden:

Zu Nachweis von (3) sei z € X mit ds(z) = 0. Es gibt dann eine Folge
(@n)nen in A mit d(z,a,) — 0 fiir n — 0o, so dass also

r = lim a,
n—0o0

und somit z € A wegen der Abgeschlossenheit von A.

Zum Nachweis von (2) seien x,y € X. Die Dreiecksungleichung liefert
da(z) < d(z,a) < d(z,y) +d(y,a).
Ubergang zu Infimum in a zeigt, dass
da(z) < d(z,y) + da(y)

und somit da(x) — da(y) < d(z,y). Analog ist da(y) — da(z) < d(y,x) =
d(z,y), also |da(x) — da(y)| < d(z,y).
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In der Ubung priifen Sie nach:

Satz 1.82 Es sei (X;)jes eine Familie topologischer Raume. Ist jedes X;
T, Hausdorfsch, T3, Ty, bzw. lokal kompakt, so auch die topologische Summe
]_[jeJ X;. Hat in jedem X; jeder Punkt eine kompakte Umgebung, so auch in

jeJ Xj'

Ist jedes X ein k-Raum (wie im nichsten Abschnitt), so auch [],.; X;. Dies
ist ein Spezialfall von Lemma 1.136.

Bemerkung 1.83 In der deutschsprachigen Literatur werden (wie in Frank-
reich) iiblicherweise lokal kompakte topologische Réume, reguldre Raume
und normale Rdume zusétzlich als Hausdorffsch angenommen (und ebenso
die k-Rédume, die wir im folgenden Abschnitt kennenlernen). Wir setzen die
Hausdorft-Eigenschaft nicht voraus.

Lemma 1.84 FEs sei X ein normaler topologischer Raum. Sind A und B
abgeschlossene Teilmengen von X mit AN B = (), so gibt es abgeschlossene

Teilmengen P und @ von X derart, dass A C P°, BC Q° und PN Q = 0.
Hierbei meint P° und Q¥ das Innere als Teilmenge von X.
Beweis. Wegen der Normalitat gibt es offene Teilmengen U und V in X
derart, dass AC U, BCV und UNV = (). Dann ist

P:=X\V

eine abgeschlossene Teilmenge von X mit U C P, so dass also A C U C PY.
Da B CV,ist PN B = (. Da X normal ist, gibt es also offene Teilmengen
Sund T von X mit PC S, BCTund SNT = 0. Dann ist Q := X \ S
eine abgeschlossene Teilmenge von X mit 7' C @, also B C T C Q°. Wegen
P C S ist weiter PNQ = (. O

Lemma 1.85 Sei X; C X, C --- eine strikte gerichtete Folge topologischer
Raume derart, dass X,, in X, 11 abgeschlossen ist fur alle n € N. Sei

X = Uanhann

neN

mit der direkten Limestopologie. Dann gilt:
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(a) Ist X,, normal fir alle n € N, so ist X normal.

(b) Ist X,, normal und Hausdorffsch fir alle n € N, so ist X normal und
Hausdorffsch.

Beweis. Fiir n € N sei \,: X,, = X, x — z die Inklusionsabbildung; diese
ist stetig.

(a) Es seien A C X und B C X abgeschlossene Teilmengen mit AN B = ).

Fiir jedes n € N sind dann ANX,, = A\, 1(A) und BNX,, = \,'(B) disjunkte
abgeschlossene Teilmengen von X,,.

Nach Lemma 1.84 gibt es abgeschlossene Teilmengen P, und @); von X; mit
P NQ; = 0 derart, dass AN X; € PY und BN X; C Q) mit den Inneren als
Teilmenge von Xi. Sei Py := Qo := (). Wir zeigen, dass es Folgen (P,),en
und (@ )nen von abgeschlossenen Teilmengen P, und @),, von X, gibt derart,
dass fiir alle n € N

(1) ananm;

(i) (ANX,)UP, 1 CP’und (BNX,)UQR, 1 C Q" mit den Inneren von
P, und @Q,, als Teilmengen von X,,.

Wir haben P; und @7 schon gefunden. Sind fiir eine natiirliche Zahl m > 2
bereits Pi,..., P,1 und Q1,...,Q,_1 gefunden mit (i) und (ii) fiir alle
n € {l,...,m— 1}, so sind die Teilmengen

(ANXp)UP,1 und (BNX,)UQm_1

von X, abgeschlossen und disjunkt. Nach Lemma 1.84 gibt es abgeschlossene
Teilmengen P,, und Q,, von X, mit P, N Q,, = 0 derart, dass (AN X,,) U
P,y C P’ und (BN X,)UQn1 C QY mit den Inneren als Teilmenge
von X,,. Dies beendet die Konstruktion. Da

PPCP)C und QICQiC--

per Konstruktion, sind P := (J, .y Pn und @ := J, oy @» nach Lemma 1.69
offene Teilmengen von X. Da P, N Q, = { fir alle n und die Mengen
aufsteigend sind, folgt PNQ = 0. Da ANX, C PT? C P fur alle n € N und
X = U, ey Xn, ist A C P. Analog ist B C Q.

(b) Gegeben z,y € X mit x # y gibt es ein m € Nmit z,y € X,,. Da X nach
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Lemma 1.71 (a) ein 71-Raum ist, sind A := {x} und B := {y} abgeschlossene
Teilmengen von X. Da diese disjunkt sind, gibt es nach dem schon gezeigten
Teil (a) des aktuellen Lemmas offene Teilmengen P, C X mit {z} C P,
{y} CQ und PNQ = 0. Also ist X Hausdorffsch. O
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Zusammenhang und Wegzusammenhang

Zusammenhang und Wegzusammenhang sind ein Stiick weit aus den Analysis-
Veranstaltungen des Bachelorstudiums bekannt.

Definition 1.86 Ein topologischer Raum X heifit unzusammenhdangend, wenn
offene, nichtleere Teilmengen A und B von X existieren mit

X=AUB und ANB=10.
Ist X nicht unzusammenhangend, so wird X zusammenhdangend genannt.

Bemerkung 1.87 X ist also genau dann zusammenhéangend, wenn fiir alle
offenen Teilmengen A und B von X mit

X=AUB und ANB=1
folgt, dass A = () oder B = 0.

Ist X = AUB mit AN B =), soist B =X\ A und somit B genau dann
offen, wenn A abgeschlossen ist. Also gilt auch:

Bemerkung 1.88 Ein topologischer Raum (X, Q) ist genau dann zusam-
menhangend, wenn fiir jede nicht leere Teilmenge A C X, die offen und
abgeschlossen ist, schon A = X sein muss.

Beispiel 1.89 Aus der Analysis 1 ist bekannt, dass die zusammenhéngenden
Teilmengen von R genau die Intervalle sind.

Lemma 1.90 Ist f: X — Y eine stetige Funktion zwischen topologischen
Rédumen und X zusammenhdngend, so ist auch f(X) zusammenhdngend mit
der von Y induzierten Topologie.

Beweis. Nach Ersetzen von f durch f|f*) diirfen wir annehmen, dass
f surjektiv ist. Sei A C Y eine nicht leere Teilmenge, die in Y offen
und abgeschlossen ist. Dann ist f~!(A) in X offen und abgeschlossen und
nicht leer, ergo f~1(A) = X, da X zusammenhangend ist. Also ist A =
f(f7'(A)) = f(X) =Y. Da A beliebig war, ist Y zusammenhéngend. O
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Lemma 1.91 Ist X ein topologischer Raum und (Y;);ey eine Familie zusam-
menhangender Teilmengen von X derart, dass

YinY; 40 firallei#jin I,

soistY =], ;Y; zusammenhdngend.

jeJ

Beweis. Es sei A CY (relativ) offen und abgeschlossen und nicht leer. Sei
a € A; dann ist
=7

fiir ein jy € J. Fiir jedes j € J ist ANY) in Y; offen und abgeschlossen, also
ANY; =0 oder ANY; =Y, (4)
da Y; zusammenhéngend ist. Da ANYj, # 0, folgt

ANY;, =Y,

Jo»

also Y, C A. Fiir jedes j € J ist somit
ANY; 2V, NY; £,
unter Benutzung der Voraussetzung des Lemmas. Mit (4) folgt
ANy, =Y,

so dass also V; C A fiir alle j € J und somit A =J,,;Y; =Y. Alsoist ¥
zusammenhangend. O

Definition 1.92 Ist X ein topologischer Raum, so schreiben wir z ~. v,
wenn es eine zusammenhiangende Teilmenge Y C X gibt mit {z,y} C Y.
Mit Lemma 1.91 sehen wir, dass ~. eine Aquivalenzrelation auf X ist.® Die
Aquivalenzklasse X, von = € X nennt man die Zusammenhangskomponente
von r in X.

8Symmetrie ist klar und auch Symmetrie (mit der Wahl Y := {z}). Transitivitit: Sind
z,Y,2 € X mit ~. y und y ~. 2, so gibt es zusammenhéangende Teilmengen Y, Z C X mit
{z,y} CY und {y,2} C Z. Dann ist y € Y N Z, also Y N Z # (. Nach Lemma 1.91 ist
Y U Z zusammenhéngend. Da {z,z} CY N Z, folgt x ~, z.

35



Bemerkung 1.93 (a) Nach Lemma 1.91 ist fiir jedes # € X seine Zusam-
menhangskomponente eine zusammenhangende Teilmenge von x. Sie
ist die grofite zusammenhéngende Teilmenge, die x enthalt.

(b) Ein topologischer Raum (X,0) mit X # () ist genau dann zusam-
menhangend, wenn es in X nur eine Zusammenhangskomponente gibt.

(c) Nach (a) und Lemma 1.105 sind alle Zusammenhangskomponenten
abgeschlossene Teilmengen von X.

Definition 1.94 Ein Weg in einem topologischen Raum X ist eine stetige
Abbildung
v: [a,b] = X

mit reellen Zahlen a < b. Man nennt y(a) den Anfangspunkt des Wegs, v(b)
seinen Endpunkt. Man spricht dann auch von einem Weg von 7y(a) nach ~(b).
Ist y(a) = ~(b), so nennt man ~ einen geschlossenen Weg (oder auch: eine
Schleife an der Stelle y(a)). Ein Weg heifit normiert, wenn [a, b] = [0, 1].

Bemerkung 1.95 Spiter werden wir fast ausschlieflich mit normierten We-
gen arbeiten (und Wege stillschweigend normiert annehmen). Wege auf an-
deren Definitionsintervallen werden in der algebraischen Topologie manchmal
“verallgemeinerte Wege” genannt.

Bemerkung 1.96 Fiir jeden Weg v: [a,b] — X ist
0,1] = X, t—=~y(a+t(b—a))

ein normierter Weg mit dem gleichen Anfangspunkt wie v und dem gleichen
Endpunkt. Wir nennen ihn den zugehorigen normierten Weg.

Definition 1.97 Ein topologischer Raum (X, Q) wird wegzusammenhdangend
genannt, wenn fir alle z,y € X in X ein Weg von x nach y existiert.

Lemma 1.98 FEs sei f: X — Y eine stetige Funktion zwischen topologi-

schen Rdumen. Ist X wegzusammenhdingend, so ist auch f(X) wegzusam-
menhangend.
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Beweis. Fiir alle 2/, ¢’ € f(X) gibt esxz,y € X mit 2’ = f(z), v = f(y). Da
X wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg ~v: [0, 1] — X von x nach y.
Dann ist

FIP oy [0,1] = f(X), t= f(3(1))
ein Weg in f(X) von f(x) =2’ nach f(y) =v'. O

Lemma 1.99 Ist ein topologischer Raum X wegzusammenhangend, so ist X
zusammenhangend.

Beweis. Es sei A C X eine nicht leere Teilmenge, die in X offen und
abgeschlossen ist. Es existiert also ein @ € A. Da X wegzusammenhangend
ist, gibt es fiir jedes z € X einen Weg 7: [0,1] — X von a nach z. Wegen
0 € v 1(A) ist dann v '(A) eine nicht leere Teilmenge von [0, 1]. Diese ist
in [0, 1] offen und abgeschlossen, da v stetig ist. Da [0, 1] zusammenhéngend
ist, folgt

7 H(4) =[0,1],
so dass also ¥([0,1]) € A und somit z = (1) € A. Alsoist A= X. Da A
beliebig war, ist X zusammenhangend. a

Definition 1.100 Es sei X ein topologischer Raum. Fiir z,y € X schreiben
wir & ~,, y, wenn in X ein Weg 7 von z nach y existiert (den man, wenn
gewlinscht, dann immer auch normiert wéhlen kann). Auf X ist ~, eine
Aquivalenzrelation, wie wir gleich nachweisen werden. Die Aquivalenzklasse
X(») eines Punkts x € X nennt man die Wegkomponente von .

1.101 Um zu sehen, dass ~,, eine Aquivalenzrelation ist, seien z, v,z € X.
Der konstante Weg
e [0,1] = X, t—x

ist ein Weg von z nach z; also ist & ~,, z. Ist ~, y und v: [0,1] — X ein
Weg von = nach y, so ist der umgekehrte Weg

v [0,1] = X, t— (1l —1)

ein Weg von y nach x, also y ~,, x. Ist x ~,, y und y ~,, 2, so gibt es einen
Weg ~: [0,1] — X von z nach y und einen Weg 7: [0,1] — X von y nach z.
Dann ist der zusammengesetzte Weg

‘ (2t) wenn ¢ € [0,1/2];
v-n:[0,1] - X, t'—>{ n(gt—l) wenn t € [1/2, 1]
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wohldefiniert und nach dem Klebelemma stetig, also ein normierter Weg. Da
(v-m(0) =z und (7-n)(1) = 2z, ist T ~y, 2.
In jedem topologischen Raum (X, O) ist fiir jedes # € X die Wegkomponente

X(z) wegzusammenhangend. Also ist X(,) zusammenhéangend und somit in
der Zusammenhangskomponente X, von z enthalten,

X € X, (5)
Wir halten eine hinreichende Bedingung fiir Gleichheit fest.

Satz 1.102 Es sei X ein topologischer Raum. Ist fur jedes x € X die
Wegkomponente X,y offen in X, so stimmen in X Wegkomponenten und
Zusammenhangskomponenten tiberein,

X(m) = X, firallex e X.

Beweis. Fiir jedes x € X ist die Wegkomponente A := X,y per Vorausset-
zung offen. Thr Komplement

X\A= ] Xy
yeX\A

ist ebenfalls offen, also A abgeschlossen. Insbesondere ist A = X, N A relativ
offen in X, und relativ abgeschlossen und wegen x € A nicht leer. Da X,
zusammenhéangend ist, folgt A = X,. a

Es wiirde geniigen, dass jedes X(,) in X, relativ offen ist.

Definition 1.103 Ein topologischer Raum (X, Q) heifit lokal wegzusam-
menhdngend, wenn es fiir jedes r € X und jede x-Umgebung U C X eine
wegzusammenhangende z-Umgebung V' C X gibt mit V C U.

Jede Umgebung muss also eine wegzusammenhangende enthalten.

Satz 1.104 Jeder zusammenhdangende, lokal wegzusammenhdgende topolo-
gische Raum ist wegzusammenhdngend.

Beweis. Da X lokal wegzusammenhéngend ist, ist fiir jedes x € X die
Wegkomponente X(,) eine z-Umgebung in X, also z im Inneren X (Ox). Fir
jedes y € X(y ist X(y) = X(a), somit y € X(Oy) = X(Ox). Also ist X(,) = X(Ox)
und somit X(,) offen und Satz 1.102 anwendbar. O
Die folgenden erganzenden Resultate wurden in der Vorlesung tibersprungen.
Die Beweise findet man im Anhang.
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Satz 1.105 Es sei X ein topologischer Raum und ¥ C X eine zusam-
menhdngende Teilmenge. Dann ist auch der Abschluss Y zusammenhdngend.

Fiir Produkte mit der Produkttopologie gilt:

Satz 1.106 FEs seien X undY topologische Riume und es sei (x,y) € X xY.
Dann ist die Zusammenhangskomponente von (x,y) in X XY das Produkt

(X X Y)(%y) = Xx X Y;J
der Zusammenhangskomponenten.

Bemerkung 1.107 Insbesondere ist im Falle X # () und Y # () also X x Y
genau dann zusammenhangend, wenn X und Y zusammenhangend sind.

Satz 1.108 FEs seien X und Y topologische Raume; wir versehen X XY mit
der Produkttopologie. Fiir alle z = (x,y) € X XY ist dann die Wegkompo-
nente (X X YY)y von z gleich dem Produkt der Wegkomponenten der Kom-

ponenten,
(X XY)) = Xy x Yy -

Bemerkung 1.109 Ist ein topologischer Raum (X, O) lokal wegzusammen-
héngend, so enthélt fiir jedes z € X jede x-Umgebung U C X eine offene
wegzusammenhangende z-Umgebung.

[Wir diirfen U offen annehmen und behaupten, dass die Wegkomponente
U)

von z in U offen (und somit eine in U enthaltene offene z-Umgebung ist). Fiir
jedes y € U, ist U eine y-Umgebung. Da X lokal wegzusammenhangend
ist, gibt es eine wegzusammenhangende y-Umgebung V' C X mit V C U.
Dann ist

V S Uy = U,

also insbesondere y im Inneren von U,. Da y beliebig war, folgt U,y = U (Oz);
also ist Up, offen in X |
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Die kompakt-offene Topologie auf C'(X,Y)

Definition 1.110 Essei (X, O) ein topologischer Raum. Eine Menge B C O
von offenen Teilmengen vom X heifit Basis der Topologie O, wenn jede offene
Menge eine Vereinigung von Basismengen ist.

Fiir jedes V' € O muss also eine Familie (B;),;c; von Mengen B; € B ex-
istieren mit V' = J;; B;-

Lemma 1.111 Es sei X eine Menge und B eine Menge von Teilmengen
von X derart, dass gilt:

() Upes B = X;
(ii) Fir alle B,C € Bist BNC € B.
Dann existiert genau eine Topologie O auf X, fir welche B eine Basis ist.
Beweis. Es ist notwendig
0= { Jv:mc B} ,
veM

also O eindeutig festgelegt. Definieren wir O durch die vorigen Formel, so ist
)€ Ound X € O (da wir M = und M = B wihlen kénnen). Ist (W;),cs
eine Familie von Mengen W, € O, so gibt es fiir jedes j € J eine Teilmenge
M; € B mit W; = Uy¢y, V. Dann ist

Uvi=Uveo
jeJ veM

mit M = U]EJMJ-. Sind P,QQ € O, so gibt es Mengen M, N C B mit
P=Uyey V und Q = Jyey W. Dann ist

rne= Jwunvy=Jw

UeM VeN weD

mit D:={UNV:UeM,VeN}CB. O
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Lemma 1.112 st X eine Menge und S eine Menge von Teilmengen von X,
50 1st
B={X}yu{Vin---nV,:neN W,...,V, € S} (6)

eine Basis fur genau eine Topologie O auf X.
Die Voraussetzungen von Lemma 1.111 sind namlich offensichtlich erfiillt.

Definition 1.113 Man nennt O die von § erzeugte Topologie und S eine
Subbasis fir O.

Ist X € S, so kann “{X}U” in (6) weggelassen werden, ohne B zu &ndern.

Beispiel 1.114 Es sei (X, d) ein metrischer Raum. Fir z € X und ¢ > 0
nennen wir
B.(z) :={y € X:d(z,y) < e}

die offene Kugel vom Radius € um z. Dann ist {B.(x): x € X, ¢ > 0} eine
Basis der zugehorigen Topologie

O:={VCX:(VxeV)(3e>0)B.(x) TV}
Lemma 1.115 Es sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen
Raumen und S eine Subbasis der Topologie auf Y. Dann sind dquivalent:

(a) f ist stetig;
(b) Fiir jedes V € S ist f~1(V) offen in X.

Beweis. Offenbar folgt (b) aus (a). Ist (b) erfiillt, so ist nach dem vorigen
Lemma

B:={Yiu{Vin---NnV,:neN, V,....V, €S}
eine Basis fiir die Topologie auf Y. Dann ist f~'(WW) offen in X fiir alle
W € B, denn f~1(Y) = X ist offen und ist W =V;N---NV, mit n € N und
Vi,...,V, €8, 50 ist
W) =N frH(V)

offen als Durchschnitt endlich vieler offener Mengen. Fiir jede offene Teil-
menge V C Y ist V = UWe o W tiir eine Teilmenge M C B und somit

o= o

WeM
offen in X. Somit ist f stetig. a
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Definition 1.116 Sind X und Y topologische Raume, so schreiben wir
C(X,Y) fiir die Menge aller stetigen Funktionen f: X — Y. Gegeben eine
kompakte Teilmenge K C X und eine offene Teilmenge U C Y schreiben wir

[K.U] = {f € C(X,Y): f(K)C U}

fiir die Menge aller stetigen Funktionen von X nach Y, welche K in U ab-
bilden. Wir definieren die kompakt-offene Topologie auf C(X,Y) als die von
den Mengen | K,U| erzeugte Topologie, wenn K die Menge aller kompak-
ten Teilmengen von X durchlauft und U die Menge aller offenen Teilmengen
von Y. Wird nichts anderes gesagt, versehen wir C'(X,Y) immer mit der
kompakt-offenen Topologie.

Da |0,Y| = C(X,Y), bilden endliche Durchschnitte
| Ky, U |00 | Ky, Uy
eine Basis der kompakt-offenen Topologie auf C(X,Y).

Fiir topologische Raume X und Y betrachten wir nun die Auswertungsab-
bildung
ev: C(X,)Y)x X =Y, (f,x)— f(x).

Versehen wir C'(X,Y) mit der kompakt-offenen Topologie, so gilt:

Lemma 1.117 Ist X lokal kompakt, so ist fir jeden topologischen Raum Y
die Auswertungsabbildung

ev: C(X,)Y)x X =Y
stetig.

Beweis. Es sei V C Y eine offene Teilmenge. Fiir (f,z) € ev (V) ist
f(x) € V, also f7'(V) eine offene Umgebung von x in X. Da X lokal
kompakt ist, gibt es eine kompakte z-Umgebung K in X mit K C f~1(V).
Dann ist f(K) C V, also f € | K,V ] und somit

|K, V| x K°
eine offene (f, z)-Umgebung in C'(X,Y) x X. Diese ist in ev™! (V') enthalten,
da g(y) € V fir alle g € | K,V ] und y € K°. O

Gegeben Mengen X und Y schreiben wir Y fiir die Menge aller Abbildungen
X =Y.
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1.118 Sind X, Y und Z Mengen und
f: XxY—=Z

eine Abbildung, so erhalten wir fiir jedes x € X eine Abbildung

foi=flx,): Y = Z, y fz,y)
und somit eine Abbildung

X =2, a2 fY(2)=f.
Umgekehrt liefert jede Abbildung g: X — Z¥ eine Abbildung

g X XY, (z,y) = g (2,y) = g(2)(y).
Per Konstruktion ist (f¥)" = f und (¢")¥ = g¢; also sind
O: 20V (2K, fes Y

und
v (ZY)X — 7Y g g

zueinander inverse bijektive Abbildungen. Insbesondere haben wir
ZXXY ~ (ZY)X

als Mengen. Unter geeigneten Voraussetzungen erhalt man Analoga dieses
“Exponentialgesetzes” fiir topologische Raume.

Satz 1.119 FEs seien X, Y und Z topologische Riume. Versehen wir C(Y, Z)
mit der kompakt-offenen Topologie, so gilt:

(a) Fir jede stetige Abbildung f: X XY — Z und jedes v € X ist
fo=fle,):Y = 2
stetig.
(b) Fir jede stetige Abbildung f: X x Y — Z ist die Abbildung
"X —=C,2), xzwf,

stetig.
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(c) Ist'Y lokal kompakt, so ist fiir jede stetige Abbildung g: X — C(Y, Z)
die zugehorige Abbildung

9 X XY = Z, (z,y) = g () = g(z)(y)

stetig. Die Abbildung ®: C(X xY,Z) — C(X,C(Y,2)), f— [f¥ ist
dann also eine Bijektion mit Umkehrabbildung g — g”.

Beweis. (a) Es ist f, die Komposition von f und der stetigen Abbildung
Y > X xY, y— (z,y).

(b) Es sei K C Y kompakt und V' C Z eine offene Teilmenge. Wir zeigen,
dass

(f) (L V])

in X offen ist. Sei hierzu x in diesem Urbild. Dann ist f, € | K,V ], also
fo(K) € V., also
f{a} x K)CV

und somit {z} x K C f~!(V). Nach dem Lemma von Wallace gibt es offene
Teilmengen P C X und @ C Y derart, dass x € P, K C ) und

PxQC f (V).
Insbesondere ist P x K C f~4(V), also f(P x K) C V und somit
(f)(P) C K, V],

also P C (fY)"'(|K,V]), letztere Menge also eine z-Umgebung.

(c) Ist Y lokal kompakt, so ist die Auswertungsabbildung ev: C(Y, Z) xY —
7 stetig, also auch

9"z, y) = 9(x)(y) = ev(g(x),y)

stetig. Da (¢")" = g, ist die injektive Abbildung ® also auch surjektiv, somit
eine Bijektion. a

Bemerkung 1.120 Unter den Voraussetzungen von (c) ist eine Funktion
g: X — C(Y, Z) genau dann stetig, wenn ¢": X x Y — Z stetig ist.”

st g” stetig, so nach (b) auch g = (g")" stetig.
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Die folgenden Anwendung des Exponentialgesetzes wird von Nutzen sein.
Wie tiblich versehen wir Produkte mit der Produkttopologie.

Satz 1.121 Seiq: X — Y eine Quotientenabbildung zwischen topologischen
Rdumen und Z ein topologischer Raum. Ist Z lokal kompakt, so ist

gxidg: X xZ =Y xZ, (x,2)— (q(x),2)
eine Quotientenabbildung.

Beweis. Es sei O die Produkttopologie auf Y x Z und 7 die Quotienten-
topologie beziiglich ¢ x idz. Da die Produkttopologie ¢ x idy; stetig macht,
ist O C 7. Wir schreiben

H:=(Y % Z,7).
Da f:=gxidgz: X x Z — H stetig ist, ist nach Satz 1.119 (b) die Abbildung
"+ X—>C(ZH), =z f(z,-)

stetig. Fir alle 1,29 € X mit g(zq) = q(x2) ist fY(z1) = fY(x2) per Kon-
struktion. Nach dem Homomorphiesatz gibt es also genau eine Abbildung

g:Y = C(Z, H)

mit g o g = f, und diese ist stetig. Da Z lokal kompakt ist, ist nach
Satz 1.119 (c) die Abbildung

g Y xZ—=H, (y,2) = g(y)(2)
stetig. Firy € Y und z € Z ist y = ¢(x) fiir ein € X und wir erhalten
9"(y,2) = 9(y)(2) = a(q(2))(2) = " (2)(2) = f(z,2) = (a(x), 2) = (y, 2),

so dass also g die identische Abbildung Y x Z — Y x Z, (y,2) — (y,2)
ist. Nach dem Vorigen ist diese stetig als Abbildung von (Y x Z,O) nach
(Y x Z,T). Es gilt also T C O und somit 7 = O. O
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Folgerung 1.122 FEs sei X ein topologischer Raum, dessen Topologie final
ist beziiglich einer Familie (f;)jcs von Abbildungen f;: X; — X mit topolo-
gischen Raumen X, und es gelte

X =] Hx)). (7)
jeJ
Fir jeden lokal kompakten topologischen Raum Z st dann die Produkttopolo-
gie auf X x Z final beziiglich der Familie (f; x idz);e; der Abbildungen

fixidg: X; xZ =X xZ, (x,2)— (fij(z),2),
wobei man X; x Z mit der Produkttopologie versieht.

Beweis. Wir betrachten die topologische Summe Y :=[] jes X;j. Die Abbil-
dung
q .= Uje]fj: Y - X

ist per Voraussetzung surjektiv. Da die Topologie auf X final ist beziiglich
der Familie (f;);es, ist nach Lemma 1.73 ¢ eine Quotientenabbildung. Nach
Satz 1.121 ist auch g x idz eine Quotientenabbildung, die Topologie O auf
X x Z also final beziiglich ¢ x idz. Nun ist Y x Z die topologische Summe
[1;c,(X; x Z) (siche Lemma 1.74). Deren Topologie ist final beziiglich den
kanonischen Einbettungen

X;XZ =Y xXZ.

Komponieren wir ¢ x idz mit diesen, erhalten wir die Abbildungen f; x id.
Wegen der Transitivitat finaler Topologien ist O auch final beziiglich diesen
Kompositionen. O

Bemerkung 1.123 Die Schlussfolgerung von Folgerung 1.122 kann falsch
werden, wenn (7) nicht angenommen wird (Aufgabe 25, Ubungsblatt 7).

Fiir die Allgemeinbildung erwahnen wir weitere Eigenschaften der kompakt-
offenen Topologie (die nicht priifungsrelevant sind und nur im Anhang be-
wiesen werden).

Satz 1.124 Es seien X und Y topologische Raume. Ist' Y Hausdorffsch, so
auch C(X,Y).
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Satz 1.125 Es sei X ein topologischer Raum und ¢: YY) — Y eine stetige
Abbildung zwischen topologischen Rdaumen. Dann ist die Abbildung

C(X,0): C(X,Y1) = C(X,Ya), frroof
stetig.

Satz 1.126 FEs sei Y ein topologischer Raum und ¢: X1 — Xy eine stetige
Abbildung zwischen topologischen Rdaumen. Dann ist die Abbildung

C(¢,Y)): C(X3,Y) = C(X1,Y), [ foo
stetig.

Beispiel 1.127 Es seien X und Y topologische Raume und Xy, C X eine
Teilmenge. Dann ist die Einschrankungsabbildung

p: C(X,Y) = C(Xo,Y), [+ flx
stetig.

Die Inklusionsabbildung j: Xy — X, x + x ist namlich stetig und fiir jedes
€ CX,Y)ist flx, = f 0 j = CGY)(F), also

p=C3Y).
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Kompakt erzeugte topologische Raume*

Die Zellenkomplexe, die wir spater betrachten werden, brauchen nicht lokal
kompakt zu sein, sind aber immer sogenannte k-Raume. Solche Raume
schauen wir kurz systematisch an. Die Diskussion ist nur fiir feinere Resul-
tate notig, in der Vorlesung konnen wir voraussichtlich den ganzen Abschnitt
iiberspringen.

Definition 1.128 Ein topologischer Raum (X, Q) heifit kompakt erzeugt
(oder kurz: ein k-Raum), wenn seine Topologie O final ist beziiglich der
Familie der Inklusionsabbildungen A\ : K — X, x +— x, wenn K die Menge
der kompakten Teilmengen von X durchlauft.

Lemma 1.129 Fir einen topologischen Raum (X, Q) sind dquivalent:
(a) (X, 0) ist ein k-Raum.

(b) Fiir jede Teilmenge U C X gilt: Es ist U offen in (X, O) genau dann,
wenn UNK in K relativ offen ist fur jede kompakte Teilmenge K C X.

(c) Fir jede Teilmenge A C X gilt: Esist A abgeschlossen in (X, O) genau
dann, wenn AN K in K relativ abgeschlossen ist fiir jede kompakte
Teilmenge K C X.

(d) Die Topologie O st final beziiglich einer Familie (f;)jcs von Abbildun-
gen f;: K; — X mit kompakten topologischen Rdaumen (K;, O;).

Beweis. (b) und (c) sind dquivalent zu (a), denn sie beschreiben die offenen
bzw. abgeschlossenen Mengen der finalen Topologie O beziiglich der obigen
Inklusionen A\ : K — X.

(a) impliziert (d) per Definition eines k-Raums.

Gelte nun (d). Es sei Oy, die finale Topologie auf X beziiglich den obigen Ag.
Fiir jedes V € O'ist A (V) = VN K offen in K fiir jede kompakte Teilmenge
K C X, also V € O und somit O C O;. Zum Nachweis der umgekehrten
Inklusion sei W € Oy. Fir jedes j € J ist K := f;(K;) eine kompakte
Teilmenge von X in der induzierten Topologie. Da W € Oy, ist W N K offen
in K und somit
71w = (H15)H(E W)

offen in K. Also ist W offen in der finalen Topologie beziiglich (f;);c s, also

W e O. O
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Beispiel 1.130 Es sei (X, Q) ein topologischer Raum, in welchem jeder
Punkt z € X eine kompakte Umgebung hat. Dann ist (X, O) ein k-Raum.'®

Insbesondere ist jeder lokal kompakte topologische Raum ein k-Raum.

Definition 1.131 Essei (X, O) ein topologischer Raum, z € X und (z,,)nen
eine Folge von Elementen z,, € X. Wir sagen, dass (x,),en gegen x kon-
vergiert (und schreiben x,, — z fiir n — o0), wenn fiir jede Umgebung V' von
x in X ein ng € N existiert derart, dass x,, € V fiir alle n > ny.

Konvergiert eine Folge gegen ein x, so wird die Folge konvergent genannt und
x ein Grenzwert der Folge.

Lemma 1.132 FEs sei (z,)qen eine konvergente Folge in einem topologischen
Raum (X,0) und x € X ein Grenzwert fiir (z,)nen. Dann ist

K :={z,: ne N}U{z}
eine kompakte Teilmenge von X.

Beweis. Es sei (V})e; eine Familie von offenen Teilmengen von X mit
K C Uje;Vj- Es existiert ein jo € J mit z € Vj,. Da x, — z, existiert ein
N € N derart, dass z,, € Vj, fir alle n > N. Fir alle k € {1,..., N} ist

xp € Vj, fiir ein j; € J. Dann ist also

und somit Kompaktheit nachgewiesen. a

Beispiel 1.133 Jeder metrische Raum ist ein k-Raum.!!

0Tst O), die finale Topologie auf X beziiglich den \g, so ist wie oben O C Op. Ist
W € O, so gibt es per Voraussetzung fiir x € W eine kompakte Umgebung K, in X.
Dann ist W N K, offen in K, also W N K? (mit dem Inneren als Teilmenge von X) offen
in K9 und somit in X. Es ist also W in X eine Umgebung von jedem x € W und somit
W in X offen.

UEssei A C X eine Teilmenge. Ist A in X abgeschlossen, so ist ANK in K abgeschlossen
fiir jede kompakte Teilmenge K C X. Sei umgekehrt A N K in K abgeschlossen fiir alle
kompakten Teilmengen K C X. Ist 2 im Abschluss A, so gibt es eine Folge (2, )nen in A
derart, dass x, — x in X. Nach dem Vorigen ist K := {z} U {z,,: n € N} kompakt. Da
AN K in K abgeschlossen ist und x, — x in A, folgt x = lim,, o, z, € ANK C A. Also
ist A = A abgeschlossen.
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Wir erwahnen noch:
Satz 1.134 Fir einen topologischen Raum X sind aquivalent:
(a) X ist ein k-Raum;

(b) Es gibt eine Quotientenabbildung q: Y — X fiir einen topologischen
Raum Y, in welchem jeder Punkt eine kompakte Umgebung besitzt.

Ist X Hausdorffsch, so ist zudem daquivalent:

(c) FEs gibt eine Quotientenabbildung q: Y — X fiir einen Hausdorffschen,
lokal kompakten topologischen Raum Y .

Beweis. Gilt (a), so betrachten wir die Menge K(X) aller kompakten Teil-
mengen von X. In der topologischen Summe

Y::HK
)

KeK(X

hat jeder Punkt eine kompakte Umgebung und ist X Hausdorffsch, so ist Y
somit lokal kompakt. Die Abbildung ¢ := Ugex(x)Ax: Y — X ist surjektiv
(da alle einpunktigen Teilmengen von X kompakt sind). Da nach (a) die
Topologie auf X final ist beziiglich der Familie (Ax)xex(x), ist diese nach
Lemma 1.73 gleich der Quotiententopologie beziiglich q.

Aus (c) folgt (b).

Gilt (b), so hat jeder Punkt y € Y eine kompakte Umgebung L, in Y. Dann
ist ¢(L,) eine kompakte Teilmenge von X. Sei nun V' C X eine Teilmenge
derart, dass V N K in K offen ist fiir jede kompakte Teilmenge K von X.
Fiir jedes y € Y ist dann V N g(L,) offen in ¢(L,), also

L0 ' (V) = (ale,) (V) = (") (a(Ly) N V)
offen in L,. Somit ist Lg Ng ' (V) offen in Y und folglich ¢~ (V) offen, somit
V offen in X (da X die Quotiententopologie tragt). Also ist X ein k-Raum.
O
Da Kompositionen von Quotientenabbildungen wieder Quotientenabbildun-

gen sind, folgt:
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Folgerung 1.135 Ist q: X — Y eine Quotientenabbildung zwischen topolo-
gischen Raumen und X ein k-Raum, so ist auch Y ein k-Raum.

Eine weitere simple Beobachtung ist niitzlich:

Lemma 1.136 Es sei X ein topologischer Raum und (V;)jes eine offene
Uberdeckung von X. Ist V; ein k-Raum fir alle j € J, so ist X ein k-Raum.

Bemerkung 1.137 Die Schlussfolgerung gilt auch, wenn jedes V; ein k-
Raum ist und X = Vjo, wobei Vjo das Innere von Vj ist als Teilmenge
von X.

jed

Beweis. Es sei V C X eine Teilmenge derart, dass K NV offen in K ist
fiir jede kompakte Teilmenge K C X. Fiir jedes 57 € J ist dann fiir jede
kompakte Teilmenge K C V;

KNnV,nV)=KnV

offen in K, also V; NV offen in Vj}, da Vj; ein k-Raum ist. Folglich ist V}O nv
offen in V}’ und somit in X. Somit ist V' = J,.,(V} N V) offen in X. O

Sind X und Y beide k-Réume, so braucht X x Y in der Produkttopologie
kein k-Raum zu sein. Sind X und Y zusétzlich hemikompakt und Haus-
dorffsch, so ist X x Y jedoch immer ein k-Raum (siche Satz 1.142). Im Falle
allgemeiner k-Raume X und Y kann man wenigstens die Topologie auf X xY
so verfeinern, dass ein k-Raum k(X x Y') entsteht (siche Definition 1.144).
Die Beweise dieser etwas technischeren Resultate (bis Satz 1.145) findet man
im Anhang zu Kapitel 1.

Definition 1.138 Ein topologischer Raum X heifit hemikompakt, wenn es
eine Folge (K, )nen von kompakten Teilmengen K, C X gibt, so dass jede
kompakte Teilmenge K C X in K, enthalten ist fiir ein n € N.

Dann ist insbesondere X = (J, . Kp; fiir jedes # € X ist die einpunktige
Menge {2z} némlich kompakt, also {z} C K, fiir ein n.

Bemerkung 1.139 Da man jedes K,, durch die kompakte Menge K1 U---U
K, ersetzen kann, kann immer angenommen werden, dass

Ky C Ky C--e

in Definition 1.138. Man nennt dann (K, ),en eine k,-Folge.
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Lemma 1.140 FEs sei (X, O) ein hemikompakter k-Raum und Ky C Ky C
- eine k,-Folge in X. Dann ist die Topologie O final beziiglich der Folge
(An)nen der Inklusionsabbildungen A\, : K, — X, v — x.

Es ist dann also X = lim K, als topologischer Raum.
_>

Beispiel 1.141 Jeder o-kompakte lokal kompakte topologische Raum ist
hemikompakt.

Jede kompakte Ausschopfung (K, ),ey ist namlich eine k,-Folge.'?

Satz 1.142 Sind X und Y Hausdorffsche, hemikompakte k-Rdaume, so ist
das kartesische Produkt X x'Y in der Produkttopologie ein k-Raum (sowie
Hausdorffsch und hemikompakt).

Bemerkung 1.143 Hausdorffsche, hemikompakte k-Rédume nennt man auch
k.-Rdume. Nach Satz 1.142 ist das Produkt zweier k,-Raume mit der Pro-
dukttopologie also wieder ein k,-Raum.

Definition 1.144 Ist (X, ) ein topologischer Raum, so schreiben wir
K(X,0) (oder einfach IC(X)) fiir die Menge aller kompakten Teilmengen
von X. Es sei O die finale Topologie auf X beziiglich den Inklusionsabbil-
dungen A\x: K — X fiir K € K£(X,0). Man schreibt kurz k(X)) := (X, Oy)
fiir den so erhaltenen topologischen Raum und nennt k(X) auch die Kelley-
fizierung von X.

Satz 1.145 Fir jeden topologischen Raum (X, Q) gilt:
(a) Ist X ein k-Raum, so ist X = k(X);
(b) O C O, d.h. die Inklusion k(X) — X ist stetig.
(c) Ist X Hausdorffsch, so auch k(X);
)

(d) Eine Teilmenge K C X ist genau dann in X kompakt, wenn K in k(X)
kompakt ist; X und k(X) induzieren auf K zudem die selbe Topologie.

(e) k(X) ist ein k-Raum;

2Die Inneren K C K9 C --- bilden eine offene Uberdeckung von X, jede kompakte
Teilmenge von X ist also in einem Kg und somit in K, enthalten.
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(f) Ist L ein kompakter topologischer Raum und f: L — X eine Abbildung,
so ist f genau dann stetig nach X mit der Topologie O, wenn f nach
k(X) stetig ist.

Fiir k-Raume ist eine Fassung des Exponentialgesetzes verfligbar, analog zu
Satz 1.119 (c):

Satz 1.146 FEs seien X, Y und Z topologische Rdaume. Ist X XY ein k-
Raum undY Hausdorffsch, so ist fiir jede stetige Abbildung g: X — C(Y, Z)
die zugehorige Abbildung

X XY = Z, (z,y) - g (xy) = g(x)(y)

stetig. Die Abbildung ®: C(X xY,Z) — C(X,C(Y,Z)), f+— fY ist dann
also eine Bijektion mit Umkehrabbildung g — g".

Beweis. Wir betrachten eine stetige Abbildung ¢g: X — C(Y, %), wobei
C(Y, Z) mit der kompakt-offenen Topologie versehen ist. Da X x Y ein k-
Raum ist, ist ¢ stetig, wenn wir zeigen konnen, dass ¢"|x stetig ist fiir jede
kompakte Teilmenge K C X x Y. Da die Projektionen pr;: X xY — X
und pry: X X Y — Y auf die Komponenten stetig sind, ist K := pr(K)
eine kompakte Teilmenge von X und K5 := pry(K) eine kompakte Teilmenge
von Y. Nach dem Satz von Tychonoff ist K7 x Ky kompakt. Konnen wir
zeigen, dass ¢" |k, xk, stetig ist, so ist wegen K C K; x K, auch ¢"|x stetig.
Wir diirfen daher annehmen, dass

K:K1XKQ

mit kompakten Teilmengen K; C X und Ky C Y. Nach Beispiel 1.127 ist
die Einschrankungsabbildung

p:CY,Z) = C(Ky, Z), [+ flx,

stetig. Also ist
pog: X — C(Ky, Z)

stetig. Da Y Hausdorffsch ist, ist die kompakte Menge K5 lokal kompakt.
Nach Satz 1.119 (c) ist also

(pog): X x Ky = Z
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stetig. Man beachte, dass fiir alle x € X und y € Ky

(pog)"(x,y) = (pog)(x)(y) = (p(9(x))(y) = 9(z)|x.(y) = 9(x)(y) = 9" (2, y).
Es ist also ¢"|xxx, = (po g)" stetig und folglich ¢" |k, xx, = ¢"|k stetig. O
Analog zu Bemerkung 1.120 haben wir:

Bemerkung 1.147 In der Situation von Satz 1.146 ist eine Funktion g: X —
C(Y, Z) genau dann stetig, wenn ¢": X X Y — Z stetig ist.

Benutzen wir Satz 1.146 statt Satz 1.119, so erhalten wir analog zu Satz 1.121:

Satz 1.148 FEs seien X, Y und Z topologische Raume und q: X —'Y eine
Quotientenabbildung. IstY x Z ein k-Raum und Z Hausdorffsch, so ist auch
qgxidz: X x Z =Y X Z eine Quotientenabbildung. [

Folgerung 1.149 Ist Y ein k-Raum und Z ein Hausdorffscher, lokal kom-
pakter topologischer Raum, so macht die Produkttopologie Y X Z zu einem
k-Raum.

Beweis. Nach Satz 1.134 gibt es einen topologischen Raum X, in welchem
jeder Punkt eine kompakte Umgebung hat und eine Quotientenabbildung
q: X — Y. Dann hat auch in X x Z jeder Punkt eine kompakte Umgebung.
Da nach Satz 1.148 ¢ x idz: X x Z — Y x Z eine Quotientenabbildung ist,
ist Y x Z nach Satz 1.134 ein k-Raum. O

Bemerkung 1.150 Unabhangig von lokaler Kompaktheit von Y gilt die
Schlussfolgerung von Folgerung 1.122 auch, wenn Z Hausdorffsch ist und
X; x Z ein k-Raum in der Produkttopologie, fiir alle j € J.
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Anhang zu Kapitel 1

Der Vollstandigkeit halber beweisen wir Lemma 1.80 (d), Lemma 1.140, die
Sétze 1.105, 1.106 und 1.108 sowie 1.124,1.125 und 1.126, ebenso Satz 1.142
und Satz 1.145. Die Beweise sind nicht priifungsrelevant.

Beweis von Lemma 1.80 (d). Essei (K,,)nen eine kompakte Ausschopfung
von X. Weiter seien A und B abgeschlossene Teilmengen von X mit ANB =
(). Wir wollen disjunkte offene Teilmengen P C X und ) C X finden mit
AC Pund B C Q. Essei P :=Q :=0. Wir konstruieren Folgen (P,),en
und (@, )nen von kompakten Teilmengen von X derart, dass fiir jedes n € N
gilt:

(i) P, € K°\ Bund @, C K°\ A mit dem Inneren als Teilmenge von X;

(iii) Ist n > 2, so ist
(Kn.aNnA)UP, ,CP’ wud (K, NB)UQ, 1<CQ°
mit den Inneren als Teilmenge von X.

Wir haben P; und @; schon gefunden. Sei nun m € N mit m > 2 und
seien Pj,..., Py, und @4,...,Q,,—1 schon gefunden, so dass (i)—(iii) fiir
allen € {1,...,m — 1} gelten. Dann sind

(Km,1 N A) U mel und (Km,1 N B) U mel

zwei kompakte Teilmengen von K, _; und somit von K°, und die zwei Men-
gen sind disjunkt. Die offene Menge K° \ B enthilt nach Lemma 1.33 eine
kompakte Teilmenge P, mit (K,, 1 N A) U P,_1 € P? mit dem Inneren
als Teilmenge von K,,. Da P,, C K2 stimmt dieses mit dem Inneren als
Teilmenge der offenen Menge K und somit mit dem Inneren als Teilmenge
von X iiberein. Die offene Teilmenge (K° \ A)\ P, enthilt eine kompakte
Teilmenge Q,,, so dass (K,,_1 N B)U P,,_1 € Q% , mit dem Inneren als Teil-
menge von K,,, welches (wie zuvor) mit dem Inneren als Teilmenge von X
iibereinstimmt.

Nach dem Vorigen existieren (P,)neny und (Qp)nen. Da PL C P) C Py C
POC---und Q; CQYCQ CQYC - sind

P=JrP.=JF wd Q=J@.=J

neN neN neN neN
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offene Teilmengen von X. Da die beteiligten Folgen aufsteigend sind und
stets B, N Q, = 0, ist PNQ = 0. Da stets K, ,NAC P, C P und
K, 1NBCBCQ,CB,ist ACPund BCQ. O

Beweis von Lemma 1.140. Es sei 7 die Topologie auf X, die final
ist beziiglich (A;)nen. Es sei A C X eine Teilmenge. Ist A in (X, O)
abgeschlossen, so ist AN K, = A\ 1(A) in K,, abgeschlossen fiir alle n € N
und somit A in X, 7T) abgeschlossen. Ist A in (X, 7) abgeschlossen, so gibt
es fiir jede kompakte Teilmenge K C X einn € Nmit K C K,,. Da AN K,
in K,, abgeschlossen ist, ist AN K = (AN K,) N K in K abgeschlossen. Da
(X, O) ein k-Raum ist, folgt, dass A in (X, O) abgeschlossen ist. Da es fiir
beide Topologien die gleichen abgeschlossenen Mengen gibt, ist O = 7. [

Beweis von Satz 1.105. Nach Ersetzen von X durch Y diirfen wir an-
nehmen, dass Y = X. Es sei A eine nicht leere Teilmenge von X, die in
X offen und abgeschlossen ist. Dann ist A N'Y relativ offen und relativ
abgeschlossen in Y. Gegeben a € A ist A eine offene Umgebung von a.
Da X = Y, existiert ein y € ANY. Also ist ANY # ( und somit
ANY =Y, da Y zusammenhédngend ist. Da A in X abgeschlossen ist,
folgt A=ADANY =Y =X, also A=X. O

Beweis von Satz 1.106. Sei C' := (X X Y)q,). Da die Projektion
pry: X XY — X auf die erste Komponente stetig ist, ist das Bild

pry(C)
zusammenhéngend. Da z € pr,(C), folgt
pry(C) C X, .
Analog ist pry(C') C Y, und somit
C C X, xY,.
Sei nun a € X, und b € Y,; wir zeigen, dass (a,b) € C, so dass also
C = X, xY,.
Da die Abbildung

U2 Y - X XY, z+—(x,2)
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stetig ist, ist {z} x Y, = £,(Y,) zusammenhéngend. Da diese Menge das
Element (z,y) enthélt, folgt

{z} xY, C C

und somit (z,b) € C. Analog sehen wir, dass die Menge X, x {b} zusam-
menhéngend ist. Da diese das Element (x,b) enthalt, ist X, x {b} Teilmenge
der Zusammenhangskomponente C' von (x,b). Also ist (a,b) € C. O

Beweis von Satz 1.108. Sei W := (X x Y)(,). Ist (a,b) € W, so gibt es
einen Weg
v=(7,7%):[0,1] = X xY

von z = (z,y) nach (a,b). Dann ist y; ein Weg in X von x nach a und 7,
ein Weg in Y von y nach b, also

CLGX(I) und bEYv(y).

Folglich ist W C X(,) x Y. Ist umgekehrt (a,b) ein Punkt in Xy x Y{,),
so gibt es einen Weg
Y1: [O, 1] — X

von x nach a und einen Weg ~s: [0, 1] — Y von y nach b. Dann ist
7= (01,72) [0,1] = X XY, t e (n(t),72(¢))

ein Weg in X XY von (x,y) nach (a, b), also (a,b) € W. Somit ist X ;) x Y, C
W und fOlghCh W = X(x) X }/(y). U

Beweis von Satz 1.124. Sind f,g € C(X,Y) und f # g, so gibt es ein
x € X mit f(x) # g(z). Da Y Hausdorffsch ist, gibt es zu f(z) und g(x)
disjunkte offene Umgebungen U und V in Y. Da die einpunktige Teilmenge
{z} von X kompakt ist, sind

{z}, U] und  [{z},V]

offene Teilmengen von C'(X,Y’). Diese sind Umgebungen von f bzw. g und
disjunkt. [

Beweis von Satz 1.125. Nach Lemma 1.115 geniigt es zu zeigen, dass das
Urbild von | K, U] offen ist fiir jede kompakte Teilmenge K C X und jede
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offene Menge U C Y5, denn solche Mengen bilden eine Subbasis der kompakt-
offenen Topologie auf C'(X,Y3). Fir f € C(X,Y) ist nun C(X, ¢)(f) = ¢o f
genau dann in | K, U |, wenn

o(f(K)) c U,
also f(K) C ¢~ 1(U). Es ist also
C(K,¢) (LK, U]) = [K,¢~"(U));
dies ist eine offene Teilmenge von C'(X,Y;), da ¢~ (U) in Y; offen ist. O

Beweis von Satz 1.126. Es sei K C X; eine kompakte Teilmenge und
U C Y eine offene Teilmenge. Dann ist ¢(K) eine kompakte Teilmenge
von Xo. Fir f € C(Xy,Y) ist genau dann C(¢,Y)(f) = fo¢ in K, U],
wenn

flo(K)) C U,
also f € |¢(K),U]. Folglich ist C'(¢,Y) (| K,U]) = |¢(K),U]. Dies ist
eine offene Teilmenge von C(X,,Y), also C(¢,Y) stetig. O

Beweis von Satz 1.142. Esseien pr;: X XY — X und pry: X XY — Y die
Projektionen auf die Komponenten. Wir wihlen eine k,-Folge (K, )nen fir X
und eine k,-Folge (L, )nen fiir Y. Nach dem Satz von Tychonoff ist fiir jedes
n € N das kartesische produkt K, x L, kompakt in der Produkttopologie;
diese stimmt mit der von X,, x Y,, induzierten Topologie. Ist K C X x Y
eine kompakte Teilmenge in der Produkttopologie, so ist pr;(K) kompakt
in X, also pr;(K) C K, fiir ein n € N. da auch pry(K) kompakt ist, kann
nach VergréBern von n erreicht werden, dass zudem pry(K) C L, und mit
K C K, x L,. Also ist X x Y hemikompakt. Sei nun V" C X X Y eine
Teilmenge derart, dass V' N (K, X L,) in K, x L, offen ist fiir alle n € N.
Wir zeigen, dass V offen ist in X x Y mit der Produkttopologie. Wenn das
stimmt, ist X X Y nach Lemma 1.129 (d) ein k-Raum.

Gegeben (z,y) € V gibt es ein m € N derart, dass (z,y) € K, X L,,. Da
VN (KX Ly,) offen ist in K, X L,,, liefert die Definition der Produkttopologie
offene Mengen U,,, C K,, und V,, C L,, derart, dass

(2,y) €EUp X Vi, SV N (K, X L) -

Da K, lokal kompakt ist, enthélt U, eine kompakte x-Umgebung F,, C K,,.
Ebenso enthalt V,, eine kompakte y-Umgebung @, C L,,. Dann ist also

(x,y) € Py X Qm CV N (K, X Ly,).
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Wir setzen P,,—1 := {z} und Q,,—1 := {y}. Rekursiv finden wir Folgen
(Po)n>m und (Qp)n>m von kompakten Teilmengen P, C K, und @, C L,
derart, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > m

PnflenflgPT?XQggPnXQngVﬂ(KnXLn>

mit dem Inneren beziiglich K,, bzw. L,. Wir haben namlich schon P,, und
@m- Ist £ > m und sind P,,, ..., P;_1 sowie @, ..., Q,_1 schon konstruiert,
so sind P,_; und Q,—; kompakt und es ist

Proi X Qey CV N (Kpm1 X Liy) SV N (K x Ly).

Nach dem Lemma von Wallace gibt es offene Teilmengen U, C K, und V, C
L, derart, dass

Py X Q1 CU XV, CVN(KyxLy).

Da K, lokal kompakt ist, enthalt U, eine kompakte Menge P, derart, dass
P, C Pé) mit dem Inneren als Teilmenge von K,. Ebenso enthalt V, eine
kompakte Menge @, derart, dass Q1 C QY mit dem Inneren als Teilmenge
von L,. Dies beendet die rekursive Konstruktion.

Nach Lemma 1.69 sind
P::UPT? und Q::LJQ?Z

n>m n>m

offene Teilmengen von X bzw. Y mit x € P, y € Q und P x Q C V. Also
ist V eine (x,y)-Umgebung in X x Y beziiglich der Produkttopologie. [

Beweis von Satz 1.145. (a) Ist X ein k-Raum, so ist per Definition O =
O.

(b) Fiir jede offene Teilmenge V' in (X, Q) ist fiir jedes K € K(X,O) das
Urbild A\ (V) = VN K offen in K, also V € O. Also gilt O C Oy.

(c)Firzx#yin X gibtesUVeOmitzeU,yeVund UNV =(. Da
O C O, ist U€e Opund V € Oy, also (X, O) Hausdorffsch.

(d) Jede in (X, Oy) kompakte Menge ist auch in (X, O) kompakt, da wegen
O C O jede offene Uberdeckung in (X, O) auch eine in (X, Oy) ist. Ist
K € (X,0) kompakt, so sei Ok die von O auf K induzierte Topologie
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und 7 die von O, auf K induzierte Topologie. Da O C O, ist Ox C T . Da
die Inklusion Ax als Abbildung von (K, Ok) nach (X, Of) und somit auch
nach (K,T) stetig ist, ist 7 C Og. Also ist Ox = 7. Insbesondere ist
(K, T) kompakt, also K eine kompakte Teilmenge von (X, Oy).

(e) Nach (d) ist (X, 0) = K(X, Oy) als Menge und auf jedem Element K
induzieren (X,O) und (X, Oy) die selbe Topologie. Die beziiglich den Ag
mit K € (X, Oy) finale Topologie auf X ist also gleich der beziiglich den
Ag mit K € K(X, Q) finalen Topologie. Letztere ist per Definition Oy. Also
ist O beziiglich den Ax mit K € (X, Oy) final und per Definition somit
(X, Of) ein k-Raum.

(f) Ist f stetig nach (X, Og), so auch nach (X,0), da O C Oy. Ist f nach
(X, O) stetig, so ist f(L) eine kompakte Teilmenge von (X, O). Nach (e) ist
K := f(L) auch in (X, O) kompakt und die von O und Oy, auf K induzierten
Topologien O bzw. T stimmen iiberein. Nun ist f|¥ nach (KOg) = (K, T)
stetig, also f auch als Abbildung nach (X, Oy) stetig. O
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2 Standard-Konstruktionen von Quotienten

Wir diskutieren

e Kollabieren einer Teilmenge (oder mehrerer Teilmengen) zu je einem
Punkt (Beispiele: Kegel iiber einem topologischen Raum, Einhdngung,
Keilprodukt und Bukette);

e Ankleben (Anheften) eines topologischen Raums an einen anderen (Bei-
spiel: Doppel einer kompakten Mannigfaltigkeit mit Rand)

e Ankleben einer Familie topologischer Rdume an einen topologischen
Raum

Zum Beispiel werden wir spater rekursiv das n-Geriist X,, eines Zellenkom-
plexes X durch Ankleben einer Familie (D, ;) e, von Kugeln D,, ; ~ D,, an
das (n — 1)-Geriist X,, gewinnen,

Xn - n—1 Ud)n H Dn,j7

J€JIn
beginnend mit einem diskreten topologischen Raum X,. Dann ist
XoC X1 CXoC -

und X = UHGNO X, = h_r}an.

Kollabieren einer Teilmenge zu einem Punkt

Definition 2.1 Es sei X ein topologischer Raum und A eine Teilmenge
von X. Gegeben x,y € X schreiben wir x ~ y, wenn x = y oder x € A
und y € A. Wir versehen

X//A = X/~

mit der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Abbildung
q: X = X//A, =[],

wobei [z] die ~-Aquivalenzklasse von x ist. Ist A # ), so sagen wir, X//A
entstehe aus X durch Kollabieren der Teilmenge A zu einem Punkt.*®

13Man sagt auch, X//A entstehe aus X durch Zusammenschlagen von A zu einem Punkt.
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In den meisten Anwendungen ist A in X abgeschlossen.
Lemma 2.2 [st A C X eine abgeschlossene Teilmenge, so gilt:
(a) q: X — X//A, x — [z] ist eine abgeschlossene Abbildung.

(b) Es ist q(X \ A) offen in X//A und q|x\a: X \ A = X//A ist eine
topologische Finbettung.

(¢) X//A ist Hausdorffsch, wenn

(i) X Hausdorffsch ist und requldr (also T3); oder
(ii) X Hausdorffsch ist und A kompakt.

(d) Ist X normal, so auch X//A.

Bemerkung 2.3 Identifizieren wir z € X \ A mit ¢(x) € X//A, so haben
wir also eine disjunkte Vereinigung

X/JA = (X\A)U{A}
(die natiirlich nicht notwendig eine topologische Summe ist).
Beispiel 2.4 Fiir jedesn € Ngilt D,,//S,_1 ~ S,, und [0, 1]*//0([0,1]") ~ S,
(siche Beispiele 1.47 und 1.48).

Beispiel: Kegel iiber einem topologischen Raum

Definition 2.5 Der Kegel iiber einem topologischen Raum X ist definiert
alst?

cone(X) = ([0,1] x X)//({0} x X).
Mit Identifizierungen wie in Bemerkung 2.3 ist dann also
cone(X) = (]0,1] x X) U {A}

als disjunkte Vereinigung, mit A := {0} x X.

Es sei [0,1] — cone(X), z — [z] die kanonische Quotientenabbildung.

4Hatchers Notation ist C(X).
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Beispiel 2.6 Ist K C R" eine kompakte Teilmenge, so ist die kompakte
Teilmenge
L:={(t,tx): t€[0,1], z € K}

von R"™! homomorph zum Kegel cone(K) iiber K, also die Menge

L= |Jt{1yxK).

tel0,1]

Die Abbildung
¢: cone(K) — L, [(t,x)] — (t, tx)

ist namlich wohldefiniert und eine Bijektion. Sie ist zudem stetig, da
poq:[0,1] x K — LCR"™ (t,2) (t tz)
stetig ist. Die stetige Bijektion ¢ ein Hom6omorphismus, weil
cone(K) = ([0, 1] x K)//({0} x K)
kompakt ist und L Hausdorffsch.
Bemerkung 2.7 Fiir jede Teilmenge X C R" ist
¢: cone(X) — L, [(t,x)] — (t,tx)
eine stetige bijektive Abbildung auf die Teilmenge
L:={(t,tx): t€0,1], x € X}

von R™"!. Ist X nicht kompakt, so braucht ¢ jedoch kein Hom6omorphismus
zu sein, zum Beispiel wenn n = 1 und X = N (Ubung, Aufgabe 10)."

Lemma 2.8 Fiir jeden topologischen Raum X ist q(]0, 1] x X) offen im Kegel
cone(X) tber X und die Einschrinkung qljoxx:]0,1] x X — cone(X) st
eine topologische Einbettung. Ist X Hausdorffsch, so auch cone(X).

15Uber die Aufgabe hinaus kann man zeigen, dass cone(N) nicht metrisierbar ist und
nicht lokal kompakt, siche Beispiel 2.16.
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Beispiel: Keilprodukte

Ein Paar ((X,0),xp) aus einem topologischen Raum (X,0) und einem
Punkt g € X wird punktierter topologischer Raum genannt.

Definition 2.9 Fiir jede Familie ((X;, O;),z;);es punktierter topologischer

Rédume betrachten wir die topologische Summe X := [];_; X; mit den kanon-

ischen Abbildungen \;: X; — X und definieren ihr Keilprodukt'® als

V(X 25) = (HXJ) /[N (x5): 5 € T}

jeJ jeJ

Sind all die X; paarweise disjunkt, so ist also

V(X 2;) = (U Xj) /{5 €T}

jeJ JjeJ

Definition 2.10 Es seien ((X,O),x) und ((Y,7),yo) punktierte topologi-
sche Raume. Eine Abbildung f: X — Y wir ein Morphismus punktierter
topologischer Rdaume von ((X,0),x¢) nach ((Y,7),yo) genannt, wenn f
stetig ist und f(x¢) = yo.

Oft unterdriicken wir die Topologien in der Notation und sprechen einfach
von einem Morphismus f: (X, z¢) — (Y, yo) zwischen punktierten topologi-
schen Raumen (X, zo) und (Y, yo).
Es sei ¢: [[;c; X; = Ve, (Xj,2;) die kanonische Abbildung, z + [z]. Per
Konstruktion ist

yo = Ni(w:)] = {N()): 5 € I} € \/ (X, ;)

jed

unabhéngig von i € J. Mit yo als Basispunkt ist \/, ; (X}, z;) ein punktierter
topologischer Raum. In der vorigen Situation gilt:
Lemma 2.11 Fir jeden punktierten topologischen Raum (Z,zy) und jede
Familie (f;)jes von Morphismen f;: (X;,x;) — (Z,20) punktierter topolo-
gischer Raume gibt es genau eine Abbildung

fﬁ \/(A@,mj)—%»Z

jeJ

16Die englische Bezeichnung ist wedge oder wedge sum.
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mit foqo X = f; fir alle 5 € J. Die Abbildung f ist stetig und es ist
f(yo) = 20, d.h. f ist ein Morphismus punktierter topologischer Rdume von
Ve (Xj, ;) mit Basispunkt yo nach (Z, z).

Lemma 2.12 Ist X; ein T\-Raum fir alle j € J, so gilt:

(a) Fir jedes j € J ist X} := q(A;(X;)) abgeschlossen inY :=\/;;(X;, x;)
und qo \j: X; =Y eine topologische Einbettung, also

¢ = (qo X)) X; = X]
ein Homoomorphismus. Weiter st

Y = UX]’ und XN X; ={yo} fiirallei# jin J.
jeJ
(b) Fiir jedes j € J ist X\ {yo} eine offene Teilmenge von Y.

(c) Fiir jede kompakte Teilmenge K CY ist K C |
Teilmenge ® C J.

ica X fiir eine endliche

(d) Ist X; Hausdorffsch fir alle j € J, so ist \/jeJ(Xj,xj) Hausdorffsch.

Identifiziert man z € X \ {z;} mit ¢(\;(x)) € Y, so ist also Y die disjunkte
Vereinigung
Y = {yo}uJXG\ {z;}).
jed

Beweis von (d). Esseien z,y € Y mit v # y. Fall 1. Ist x € X\ {yo} = U
und y € X7\ {yo} =: V fiir Indizes i # j, so sind U und V disjunkte offene
Umgebungen von z bzw. y. Fall 2. Sind x,y € X} \ {yo} fiir ein j € J, so
finden wir im Hausdorffraum X7 \ {yo} disjunkte offene Umgebungen von z
und y. Wegen (b) sind diese auch in Y offen. Fall 3. Sei y = gy, (der
Fall = z ist analog). Es existiert ein ¢ € J mit x € X!\ {y}. da X
Hausdorffsch ist, gibt es eine offene yo-Umgebung U; in X| und eine offene
z-Umgebung V in X/ mit U; NV = (. Dann ist V' C X/ \ {yo} und somit
offen in V. Fiir j € J mit j # ¢ sei U; := X}. Dann ist yo in

U= U

jeJ
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und UNV =UNX/ NV =U;NV =0. Fir jedes j € J ist
(qo )T U) = (g0 X)) (U;) = (¢;) ()
offen in X, also U offen in Y. J
Definition 2.13 Gibt es ein n € N derart, dass X; = §,, fir alle j € J, so

nennt man
\/ (Xj7 mj)
j€J

auch ein Bukett von n-Sphdren.

Bemerkung 2.14 Sind die gewahlten Punkte x; klar aus dem Zusammen-
hang oder irrelevant, schreibt man auch einfach \/;_; X; statt \/,;(X;, ;).

Wir erwéhnen fiir die Allgemeinbildung;:

Satz 2.15 Es sei (X;,z,)jes eine Familie punktierter topologischer Rdume,
so dass jedes X; ein Ti-Raum ist. Ist die Menge

Jo:={j € J: x; ist kein isolierter Punkt in X;}
unendlich, so ist \/ ;c ;(X;, x;) nicht metrisierbar und nicht lokal kompakt.

Beispiel 2.16 Bukette unendlich vieler Sphéaren sind weder lokal kompakt
noch metrisierbar. Auch

cone(N) ~ \/([0,1],0)
neN
ist weder lokal kompakt noch metrisierbar. Dies ist recht erstaunlich, denn
cone(N) ist ja ein Quotient der abgeschlossenen Teilmenge [0, 1] x N von R?,
die in der induzierten Topologie lokal kompakt und metrisierbar ist.

Die folgende Terminologie wurde benutzt.

Definition 2.17 Ist (X, O) ein topologischer Raum, so nennt man ein Ele-
ment € X einen isolierten Punkt, wenn die einpunktige Menge {z} in X
offen ist.

Bemerkung 2.18 Ist x nicht isoliert, so enthalt also jede offene x-Umgebung
U C X einen Punkt y # z. Ist X ein T3-Raum, so ist {y} abgeschlossen

in X und somit
UN{y} =Un(X\{y})
eine echt kleinere offene z-Umgebung.

Satz 2.15 ist nicht priiffungsrelevant und wir iiberspringen den Beweis (der
im Anhang zu Kapitel 2 nachgelesen werden kann).
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Kollabieren mehrerer Teilmengen

Definition 2.19 Es sei X ein topologischer Raum, n € N und Ay,..., A,
abgeschlossene Teilmengen von X, die paarweise disjunkt sind, also A;NA; =
() fir alle i < jin {1,...,n}. Fir x,y € X schreiben wir  ~ y, wenn z =y
oder ein i € {1,...,n} existiert mit =,y € A;. Wir definieren

XJA] - )] A = X[~

versehen mit der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Abbildung
¢ X = X/~ 2]

Identifizieren wir X; \ A; mit einer Teilmenge von X; //A; wie oben, so wird
A; € X; \ A; zu einer abgeschlossenen Teilmenge von X, //A;, fir alle i €
{2,...,n}, und die Teilmengen As, ..., A, von X//A; sind disjunkt. Fahren
wir mit Identifizierungen fort, so ist als Menge also

XA )] - JJA, = (X \A)U{A}, As, ..., An}

mit A:= A, U---UA,.
Lemma 2.20 In der vorigen Situation gilt:

(a) q: X — X//A /] -+ J]An, x — [x] ist eine abgeschlossene Abbildung.

(b) Esist q(X \ A) offen in X//A//--- J/A, und

dlxva: XNA = XJJA ) - /] An
ist eine topologische Finbettung.
(¢) X//Ay/]---/]A, ist Hausdorffsch, wenn

(i) X Hausdorffsch ist und normal (also Ty); oder
(ii) X Hausdorffsch ist und jede der Mengen Ay, ..., A, kompakt.

(d) Ist X normal, so auch X//A1/] - ]/A,.
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Einhangung eines topologischen Raums

Definition 2.21 Die Einhdngung (englisch: suspension) eines topologischen
Raums X ist der topologische Raum

S(X) = ([0,1] x X)//({0} x X) //({1} x X).

Im Falle X # () werden die disjunkten Teilmengen A; := {0} x X und
Ay = {1} xX von [0, 1] x X also jeweils zu einem Punkt kollabiert. Diese sind
abgeschlossen in [0,1] x X, denn es ist A; = pr;*({0}) und Ay, = pry*({1})
mit der stetigen Projektion pr;: [0,1] x X — [0,1].

Beispiel 2.22 Ist K eine kompakte Teilmenge von R", so ist die Menge
L= U x5 v U dxa-05 @
t€[0,1/2] te[1/2,1]
von R™"*! kompakt, denn es ist
L=A{(t,h(): (t,x) € [0,1] x K}
mit der stetigen Funktion

‘ 1 t wenn 0 <t <1/2;
h:10,1] — {0’5]’ tH{ 1—t wennl/2<t<I1.
Die Abbildung
¢: S(K)— L, [(t,x)]— (t,h(t)x)

ist bijektiv und stetig und somit ein Homéomorphismus, da S(K) als Quo-
tient von [0, 1] x K kompakt ist und L Hausdorffsch. Man beachte, dass L die
Vereinigung zweier Kegel ist; rechts in (8) ist die erste Menge homdomorph
zu einem Kegel iiber K (mit “Spitze” in 0), die zweite ebenso (mit “Spitze”
ine =(1,0,...,0)).

Einhéngungen von Sphéren sind Sphéren (siche Ubung, Aufgabe 11):
Beispiel 2.23 Fir alle n € Ny ist
S(Sn—l) ~ Sn .

Wir halten noch allgemeine Eigenschaften von Einhéngungen fest. Es sei
q:[0,1] x X — S(X), (t,x) — [(t,z)] die kanonische Abbildung,.

Lemma 2.24 Fir jeden topologischen Raum X ist q(]0,1] x X)) offen in der
Einhdingung S(X) und die Einschrinkung qljoaxx: |0, 1[ xX — S(X) von ¢
ist eine topologische Einbettung. Ist X Hausdorffsch, so auch S(X).

68



Anheften eines topologischen Raums

Definition 2.25 Es seien X und Y topologische Raume, A C Y eine abge-
schlossene Teilmenge und ¢: A — X stetig. Wir betrachten die topologische
Summe X LY mit den kanonischen Abbildungen A;: X — X UY und
Ao Y — X UY und schreiben z ~ w fir z,w € X UY, wenn z = w oder
z = A(a) fir ein a € A und w = A\ (¢p(a)), oder w = Ay(a) fir ein a € A
und z = A\;(¢(a)), oder z = Ag(a) und w = Ay(b) mit a,b € A derart, dass
o(a) = ¢(b). Wir versehen

XUpY = (XUY)/~
mit der Quotiententopologie bzgl. der kanonischen Abbildung
¢ XUY - XUgY, 2z 2]

Man sagt dann, dass der topologische Raum X Uy Y aus X durch Anheften
(oder “Ankleben”) von Y mittels der Anheftabbildung ¢ hervorgeht.

Bemerkung 2.26 Ist XNY = 0, so ist XY = XUY und die Aquivalenzrelation
erklart a € A C Y als dquivalent zu ¢(a) € X. Fir z € X ist

2] = {z} U™ ({z})
mit ¢~'({z}) ={a € A: ¢(a) =2} CACY. Firye Y \ A ist
] =A{y}-

Fiir a € A ist

[a] = {¢(a)} U{be A: ¢(b) = ¢(a)}.
Bemerkung 2.27 Es ist g o Ay injektiv und ¢ o Az]y\ 4 injektiv, und

(M (X)) Ng(Aa (Y \ A)) = 0.

Da q(A2(A)) C g(A1 (X)), folgt, dass

XUV = q(M(X))Ug(ha(Y \ A))

als Vereinigung disjunkter Mengen. Identifizieren wir z € X mit ¢(\(x)) €
X UgY und y € Y\ A mit g(A2(y)) € X Uy Y, so ist also

XUsY = XU((Y\ A

als Menge bzw. einfach X Uy Y = X U (Y \ A) (wenn die zwei Mengen
schon disjunkt sind oder wir sie durch die eben genannten Identifizierungen
disjunkt machen).
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Bemerkung 2.28 Schreiben wir eine Teilmenge U C X LY als
U=U,UU,

mit Uy := A\ (U) und Uy := A\;}(U), so ist U genau dann g-saturiert, wenn
Uy N A= ¢ }(U;). Mit Identifizierungen wie in Bemerkung 2.27 ist dann

qU) = U; U (UyN A).

Teile (a), (d) und (e) des folgenden Satzes sind wichtig, der Rest nicht
priifungsrelevant.

Satz 2.29 Es seien X und Y topologische Raume, A eine abgeschlossene
Teilmenge von Y und ¢: A — X stetig. Wir identifizieren X U, Y als Menge
mit X U (Y \ A), wie in Bemerkung 2.27. Dann gilt:

(a) X ist abgeschlossen in X Uy Y und Y \ A ist offen. Weiter ist X \ ¢(A)
offen in X Uy Y, wobei ¢p(A) der Abschluss als Teilmenge von X ist.
Die Inklusionsabbildungen X — X Uy Y und Y\ A — X Uy Y sind

topologische Finbettungen.

(b) Ist X regulir und Hausdorffsch und Y normal und Hausdorffsch, so ist
X Uy Y Hausdorffsch.

(c) Die Schlussfolgerung von (b) gilt auch, wenn A kompakt ist und X
sowie Y Hausdorffsch sind.

(d) Ist X normal und Hausdorffsch und Y normal und Hausdorffsch, so
ist auch X Uy Y normal und Hausdorffsch.

(e) Sind X undY kompakt, so auch X Uy Y .

Beweis von Satz 2.29 (a), (d) und (e). (a) Die Topologie O auf X Uy Y
ist die Quotiententopologie beziiglich ¢: X UY — X Uy Y, 2z +— [z] und
somit final beziiglich q. Da die Topologie auf X LY final ist beziiglich den
kanonischen Abbildungen A;: X — X UY und \y: Y — X Y, ist O auch
final beziiglich den Abbildungen g o A\; und ¢ o Ay (wegen der Transitivitét
finaler Topologien). Ist B C X eine abgeschlossene Teilmenge, so das Urbild

(qo )\1)_1(3) =B
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mit den obigen Identifizierungen (und dieses Urbild ist abgeschlossen in X).
Weiter ist (q o A\g)™!(B) = ¢~ !(B) abgeschlossen in A und somit in Y. Also
ist B abgeschlossen in X Uy Y. Die stetige injektive Abbildung go Ay (die wir
als Inklusion betrachten) ist also eine abgeschlossene Abbildung. Insbeson-
dere ist X abgeschlossen in X Uy Y und g o A; eine topologische Einbettung.
Fiir jede offene Teilmenge V C Y \ A ist (go A1) (V) = 0 offen in X und
(go X)) (V) = V offen in Y, also V offen in X U, X. Insbesondere ist
Y \ A offen in X U, Y und die stetige injektive Abbildung Y\ A — X Uy Y,
y — q(A2(y)) (die wir als die Inklusionsabbildung interpretieren) eine offene
Abbildung, also eine topologische Einbettung. SchlieBlich ist X \ f(A) offen
in XUy Y, da (o) 1 (X \ f(A)) in X offen ist und (go o)1 (X \ f(A)) =0
offen in Y.

(e) Sind X und Y kompakt, so auch X UY und folglich auch X Uy Y =
(X UY).

(d) Es seien A; und A, disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X U, Y.
Dann sind A; N X und A; N X disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X.
Da X normal ist, gibt es nach Lemma 1.84 disjunkte abgeschlossene Teil-
mengen C; und Cy von X derart, dass A; N X C CY und A, N X C CY (mit
den Inneren als Teilmenge von X). Dann sind

Al U Cl und A2 U CQ
disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X Uy Y und somit
Bj = (qoX2) 1 (4;UC)) = ¢7H(C))U(gor) ' (4)) = ¢~ H(C))UA;N(Y\ A)

fir j € {1,2} disjunkte, abgeschlossene Teilmengen von Y. Da Y normal
ist, gibt es offene Teilmengen Dy, Dy C Y mit Dy N Dy = ) und By C Dy,
By € D,. Da ¢'(CY) in A relativ offen ist, gibt es eine offene Teilmenge
W; €Y mit

¢ (X]) = AnW;

fir j € {1,2}. Dann sind

Vi = (D \A)U(D; nj)
disjunkte offene Teilmengen von Y mit

o (CHuAN(Y\A) C
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und ANV, = ¢*1(C§]). Also sind
AL(CF) U Aa(V))
fir j € {1,2} disjunkte, g-saturierte offene Mengen und somit
Py = g(n(C?) U X(V) = COUV;A(Y\ A)

offen in X Uy Y und disjunkt. Per Konstruktion ist A; C P;.

Gegeben x; # x5 in X U, Y konnen wir die vorige Konstruktion auf A, :=
{z1}, Ay := {22} anwenden und erhalten disjunkte offene Umgebungen P,
und P, von x; bzw. x5 in X Uy Y. [

Lemma 2.30 Es entstehe X U,Y durch Anheften vonY an X lings A CY
mittels ¢p: A — X. Ist Z ein topologischer Raum und sind fi: X — Z und
fa: Y — Z stetige Abbildungen derart, dass

fi(p(a)) = fa(a)  fir alle a € A, 9)

so gibt es genau eine Abbildung f: XUyY — Z derart, dass fogoh; = f1 und

fogqody = fo, also f([(1,2)]) = fi(x) fir allex € X und f([(2,y)]) = fo(y)
fiir alle y € Y. Die Abbildung f ist stetig.

Beweis. Esseien ¢: XY — XUyY die kanonische Abbildung und A;: X —
XUY, z+— (1,z) sowie Ag: Y — X UY, y — (2,y) wie oben. Die durch
h(1,z) := fi(x), h(2,y) := fo(y) festgelegte Abbildung h := f; U fo: X U
Y — Z ist stetig (vgl. 1.63) und faktorisiert nach dem Homomorphiesatz
(Satz 1.52) zu einer stetigen Abbildung f: X Us;Y — Z; esist also foq = h.
Da jedes z € X U, Y im Bild von g o A; oder ¢ o )y ist, ist f(z) durch die
Vorgabe von foqgo A und f oqo Ay festgelegt. a

Bemerkung 2.31 Ist f aus Lemma 2.30 bijektiv, Z Hausdorffsch und sind
X sowie Y (und somit auch XU,Y") kompakt, so ist f ein Homéomorphismus.

Beispiel: Doppel einer Mannigfaltigkeit mit Rand

Definition 2.32 Es sei n € Ny. Ein Hausdorffscher topologischer Raum M
wird n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit genannt, wenn er lokal
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aussieht wie R”, d.h. fiir alle z € M existiert eine offene z-Umgebung U C M
und ein Homoomorphismus

V.U —=V

auf eine offene Teilmenge V' C R™. Kann V lediglich als relativ offene Teil-
menge des Halbraums
H = [0,00] xR™""!

gewahlt werden, nennt man M eine n-dimensionale topologische Mannig-
faltigkeit mit Rand. Zusammenhangende, kompakte 2-dimensionale Mannig-
faltigkeiten (ohne Rand) werden auch geschlossene Flichen genannt. Die
obigen Homoomorphismen v nennt man Karten von M.

In R™ ist
OH = {0} x R".

Bemerkung 2.33 Essei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand.
Mit Methoden der algebraischen Topologie werden wir spater sehen: Sind
Y1: Uy — Vi C Hund ¥y: Uy — Vo C H Karten fir M, so ist fir x € U;NU,

V() €OH <&  y(x) € 0H.

Wir schreiben OM fiir die Menge aller x € M mit der Eigenschaft, dass
(x) € OH fiir eine (und somit jede) Karte ¢»: U — V C H mit z € U.

Bemerkung 2.34 Die Menge M \0M ist offen (also OM in M abgeschlossen),
denn fiir x € M \ OM und eine Karte ¢: U -V C H mit x € U ist

Y(z) € H\OH = H°

und somit ¢~ !(H°) eine offene Umgebung von x in M, die in M \ M ent-
halten ist.

Definition 2.35 Essei M eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand. Dann ist die Inklusionsabbildung

¢: OM — M

stetig, wir konnen also Y := M an X := M anheften mittels der Anheftab-
bildung ¢: OM — X. Der so erhaltene topologische Raum

D(M) == MU, M

wird die Verdoppelung (Doppel) von M genannt.
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Es sei
qg: MU M — D(M)

die kanonische Quotientenabbildung, wobei M L M die topologische Summe

[T M = ({1} x MyU ({2} x M)

Jje{1,2}

ist. Fir j € {1,2} bezeichnet \;: M — M UM, x — (j,x) die kanonische
Abbildung in die topologische Summe.

Satz 2.36 Fur jede n-dimensionale Mannigfaltigkeit M mait Rand gilt:

(a) Der Doppel D(M) ist eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
(ohne Rand).

(b) Firj e {1,2} ist
go\;: M — D(M)

eine topologische Finbettung mit abgeschlossenem Bild
M; = q({j} x M);

insbesondere ist M; ~ M und somit M; eine n-dimensionale Mannig-
faltigkeit mit Rand.

(c) Der Rand von M; als Teilmenge des topologischen Raums D (M) stimmt
mit dem Rand OM; im Sinne von Mannigfaltigkeiten tiberein.

(d) Es gilt

D(M):MlLJMQ und MlﬂMg:E)Ml:@Mg.
(e) Die Abbildung o: D(M) — D(M) mit
q(Ai(x)) = q(Xe(2)),

q(A2()) = g(Mi(2))
fur x € M ist wohldefiniert und ein Homoomorphismus mit o0 o 0 =
idD(M).

Bevor wir Satz 2.36 beweisen, schauen wir Beispiele an.
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Beispiel 2.37 Die abgeschlossene Einheitskugel D, ist eine n-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit mit Rand

9 (Dn) = Sp—1
(siche Aufgabe 17 auf Ubungsblatt 5). Der Doppel ist
D(D,) ~S,.
Die Abbildung
(o, VT=(lel2)?)  wemn j=1;

(x, —W) wenn j = 2

ist namlich wohldefiniert und ein Homoomorphismus.

D(D,) = Sn, [(J,7)]

Beispiel 2.38 Ahnlich wie fiir D, sieht man, dass der Kreisring

M = {(z,y) € R?: 1 < /a2 + 42 < 3}

eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit mit Rand ist, deren Rand
als Mannigfaltigkeit iibereinstimmt mit dem Rand

aM - Slu381

von M als Teilmenge von R2. In Aufgabe 18 auf Ubungsblatt 5 rechnen wir
nach, dass der Doppel D(M) zu einem Torus 7' C R?® homomorph ist. (In
der Vorlesung wurde dies auch anschaulich erklért).

Als Voriiberlegung fiir das nachste Beispiel diskutieren wir kurz interessante
Quotientenrdaume des Einheitsquadrats [0,1]* = [0,1] x [0,1]. Fiir vier ver-
schiedene Aquivalenzrelationen ~ auf [0, 1]? versehen wir die Menge [0, 1]2/ ~
der Aquivalenzklassen mit der Quotiententopologie beziiglich der kanoni-
schen Abbildung!?

0,1 = [0,1*/~,  (z,9) = [(z,9)]-

Eine fiinfte Aquivalenzrelation wird spiter einen Quotienten liefern, der zur (in Defi-
nition 3.13 definierten) reellen projektiven Ebene homéomorph ist, siehe Bemerkung 4.15.
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2.39 (Zylindermantel). Fir (z1,y1), (72,y2) € [0,1]? sei (z1,y1) ~ (72,2)
genau dann, wenn (x1,y;) = (2, y2) oder

{Il,alg} = {O, 1} und Y1 = Yz .

Dann ist [0,1]?/ ~ homéomorph zum Zylindermantel S; x [0,1] C R? (ver-
gleiche Teil (a) und (b) von Aufgabe 6 auf Ubungsblatt 2).!®

2.40 (Torus). Fiir (z1,91), (x2,¥2) € [0, 1] sei (w1, 1) ~ (2, y2) genau dann,
wenn (z1,y1) = (2,%2) oder

{z1,22} ={0,1} und y; =y

oder
{y1,92} ={0,1} und 7 ==x,.

Dann ist [0, 1]*/ ~ homéomorph zu einem Torus 7' C R* (vergleiche (c)—(e)
in Aufgabe 6 auf Ubungsblatt 2).

2.41 (Kleinsche Flasche). Fur (x1,41), (2,y2) € [0,1]% sei (z1,y1) ~ (72,92)
genau dann, wenn (x1,y;) = (9, y2) oder

{z1,2} ={0,1} und y; =y

oder
{y1,92} ={0,1} und 2o=1—12;.

Man nennt [0,1]?/ ~ (und jeden dazu homoomorphen topologischen Raum)
eine Kleinsche Flasche. Fir die Allgemeinbildung sei erwahnt, dass sich
die Kleinsche Flasche als Teilmenge (und Untermannigfaltigkeit) von R*
realisieren ldsst. Eine Projektion auf R? lisst sich schon zeichnen (siche
Vorlesung),'? die aber nicht zur Kleinschen Flasche homéomorph ist und
falschlich eine Selbstdurchdringung hat.?°

2.42 (Mobiusband). Fiir (z1,y1), (z2,y2) € [0,1]? sei (z1,y1) ~ (72,92)
genau dann, wenn (x1,y;) = (9, y2) oder

{y1,92} ={0,1} und zy=1—1z;.

18Und auch zur gelochten Kreisscheibe {(z,y) € R?: r < (/22 +y2 < R} fiir alle
0<r<R.

190der googlen Sie Bilder der Kleinschen Flasche.

20Sie ist das Bild der Kleinschen Flasche unter einer nicht injektiven stetigen Abbildung.
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Man nennt M := [0,1]?/ ~ (und jeden dazu homdéomorphen topologischen
Raum) ein Mébiusband. Das Mobiusband lasst sich als kompakte Teilmenge
von R? realisieren und ist eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit
mit Rand (siche Aufgabe 19 auf Ubungsblatt 5).

Fiir die Allgemeinbildung erwéhnen wir:

Beispiel 2.43 Der Doppel D(M) des Mobiusbands M ist eine Kleinsche
Flasche.?!

Folgende Voriiberlegungen sind niitzlich im Beweis von Satz 2.36.

Bemerkung 2.44 (a) Schreiben wir eine Teilmenge U C M UM als U =
Uy U U, mit Uy = A\ '(U) und Uy = A\, '(U), so ist U genau dann
g-saturiert, wenn

UyNnoM = Uy, NOM.

(b) Fiir jede offene Teilmenge W C M ist W LU W nach (a) g-saturiert (da
WnoM =W nNoM), also

g(WUW) = (go)(W)U(go)(W)
eine offene Teilmenge von D(M).

Beweis von Satz 2.36. In der Vorlesung beweisen wir (a), (b), (d) und
(e); den nicht priifungsrelevanten Beweis fiir (c) finden Sie im Anhang zu
Kapitel 2.

Als Hilfsmittel betrachten die stetige Abbildung
7:R* > R", (21,...,2,) = (=21, 22, ..., Typ);

da 7 o 7 = idgn, ist 7 ein Homoomorphismus.

(e) o ist wohldefiniert. Weiter ist o o g stetig, denn

cogol =goh

217Zum Nachweis legt man die Kleinsche Flasche auf die Zeichenebene und schneidet mit
einer parallelen Ebene hilftig durch. Beide Stiicke sind M&biusbander (im unteren Stiick
hebe man die obere diinne Rinne an der Stelle der Selbstdurchdringung etwas nach oben,
um die Selbstdurchdringung zu beheben); siche Skizzen in der Vorlesung. Siehe auch die
Tustration im Buch “Topologie” von Jénich.
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ist stetig und ebenso 0 0o go Xy = go A\;. Da 0 o 0 = idp) per Definition,
ist o ein Hombomorphismus.

(b) Nach Satz 2.29 (a) ist goA; eine topologische Einbettung mit abgeschlossenem
Bild. Also ist auch 0 o g o A\ = ¢ o Ay eine topologische Einbettung mit
abgeschlossenem Bild.

(d) Da M UM = X\ (M)UMX(M), ist DIM) = qg(M UM) =q(\(M))U
q(Ao(M)) = My U Ms. Fir z,y € M ist

q(1,7) = q(2,y)

genau dann, wenn z,y € 0M und = = y. Also ist My N My = q(\;(OM)) =
OM; fur alle j € {1,2}.

(a) Nach Satz 2.29 (a) ist g o Ao|anonm eine topologische Einbettung mit of-
fenem Bild. Also hat jeder Punkt in g(A2(M \ OM)) = My \ OM, eine offene
Umgebung, die zu einer offenen Teilmenge in R™ homéomorph ist. Ebenso
jeder Punkt in o(q(A2(M \ OM))) = q(M (M \ OM)) = M, \ OM;, da o ein

Homdéomorphismus ist. Gegeben x € OM existiert eine Karte
v:U—-VNH

von M mit z € U, mit einer offenen Teilmenge V' C R". Dann ist ¢(z) €
OH = {0} x R*! und somit ¥(z) € V N 7(V). Nach Ersetzen von V
durch VN 7(V) und U durch =V N7(V) N H) diirfen wir also annehmen,
dass V' = 7(V). Dann ist U U U eine g-saturierte Teilmenge von M U M
und offen, somit ¢(U U U) offen in D(M). Wir zeigen, dass die Abbildung
0:V —qULU),

_ gAMWW (y)))  wenn y; > 0;
¥= g { ¢ (7(y)))  wenn gy <0

ein Hombéomorphismus ist. Zunéchst ist § wohldefiniert, da 7(y) = y wenn
y1 = 0. Nach dem Klebelemma ist 6 stetig. Per Konstruktion ist 8 surjektiv.
Die Bilder #(V N H) € M; und 6(V N7(H®)) C M, \ M, sind in disjunkten
Mengen enthalten, also selbst disjunkt. Die Injektivitat von 6 kann also auf
den zwei eingesetzten Mengen getestet werden. Nun ist 0|yng = go A o
¢_1|VQH injektiv und auch 9|VOT(H0) = (q ¢} /\2 ¢} 1/}_1 o T>|VﬂT(H0)- Also ist 0
bijektiv. Da g o Aj|anon eine offene Einbettung ist und ebenso ¢~y po, ist
Olvnmo eine offene Einbettung und ebenso 0|y, (go). Wir miissen nur noch
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zeigen, dass O(W) eine 6(y)-Umgebung ist fir jedes y € V N ({0} x R™ 1)
und jede offene y-Umgebung W C V. Wie bei V' diirfen wir annehmen, dass
W = 7(W) und erhalten wie fiir V, dass 0(W) = q(»"*(WNH)Uyp~*(WNH))
in D(M) offen ist.

Es muss nur noch gezeigt werden, dass D(M) Hausdorffsch ist. Seien hierzu
z und w zwei verschiedene Elemente von D(M). Sind z,w € M;\0M; fiir ein
J € {1,2}, so gibt es in der offenen Menge M;\ 0M;, die zum Hausdorffraum
M \ OM homobomorph ist, disjunkte offene Umgebungen fiir z und w. Sei
nun z € M; und w € M, \ OM, (analog bei vertauschten Rollen von M;
und Ms). Dann ist z = g(A(x)) und w = g(A2(y)) fiir ein x € M und ein
y € M\ OM. Wir wihlen eine kompakte Umgebung K von y in der offenen
Teilmenge M \ OM von M. Es sei K° das Innere von K in M. Dann sind

MU(M\K) und DU K"

disjunkte offene Teilmengen von M LI M und g-saturiert, also (M U (M \ K))
und ¢(@ U KY) = q(Mo(K?)) disjunkte offene Teilmengen von D(M); diese
enthalten z bzw. w. Sind z,w € IM; = IM,, so ist z = q(A\i(z)) und
w = q(A1(y)) mit Elementen x # y von OM. Da M Hausdorffsch ist, gibt es
in M disjunkte offene Umgebungen U und V fiir  bzw. y. Dann sind

uuvu und Viuv

disjunkte offene Teilmengen von M LI M und g-saturiert, also ¢(U LU U) und
q(V U V) disjunkte offene Umgebungen von z und w. O

Abbildungszylinder

Definition 2.45 Gegeben eine stetige Abbildung f: X — Y zwischen topo-
logischen Réumen ist der zugehorige Abbildungszylinder definiert als der

topologische Raum
Zy = Y U (0,1] x X),

der durch Anheften von [0,1] x X langs {0} x X an Y erfolgt mit der An-
heftabbildung
o: {0} x X =Y, (0,z)— f(x).

2.46 Esseien \1: Y — Y U([0,1] x X) und Ag: [0,1] x X — Y U([0,1] x X)
die kanonischen Einbettungen und

¢: YU ([0,1] x X) = Z;
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die kanonische Quotientenabbildung. Nach Satz 2.29 (a) ist ¢ o \; eine abge-
schlossene Einbettung, wir konnen also Y mit einer abgeschlossenen Teil-
menge von Z; identifizieren. Weiter ist g o Ay auf

([0,1] x X)\ ({0} x X) =]0,1] x X

eine offene Einbettung, wir konnen also ]0,1] x X als offene Teilmenge von
Z; betrachten. Identifizieren wir x € X mit (1,2) € 0,1} x X, so kénnen
wir X mit der Teilmenge q(A2({1} x X)) von Z; identifizieren.

Dies ist eine abgeschlossene Teilmenge von Z¢, wegen des folgendes Lemmas.

Lemma 2.47 Fiir jedes r € 10,1] ist g(Xo([r, 1] x X)) eine abgeschlossene
Teilmenge des Abbildungszyliners Zy. Die topologische Einbettung qoXs|1)xx
ist also eine abgeschlossene Abbildung.

Beweis. Die Teilmenge A\y([r, 1] x X) der topologischen Summe
Y U([0,1] x X)

ist g-saturiert und abgeschlossen, folglich g(Aa([r, 1] x X') abgeschlossen in Z.
Da qo )\2\]071]X x ein Hom6omorphismus auf das Bild ist, gilt dies auch fiir
q 0 Xafr1yxx- u

Beispiel 2.48 Ist X ein topologischer Raum, so konnen wir den Abbil-
dungszylinder Z; bilden mit ¥ := X und f :=idx. Es ist dann

qoX: [0,1] x X — Zy
ein Homo6omorphismus, insbesondere also
Zf ~ [0, 1] x X.

[Da ¢: {0} x X — X, (0,x) — x surjektiv ist, ist g o A\g: [0,1] x X — Z;
surjektiv. Da ¢ injektiv ist, ist per Definition der Aquivalenzrelation ¢ o A
auch injektiv, also eine stetige Bijektion. Ist U C [0,1] x X offen, so ist
V = {x € X:(0,z) € U} offen in X, also W := A\ (V) U A\y(U) eine
offene saturierte Teilmenge von X U ([0,1] x X). Da ¢(X(U)) = ¢(W),
ist ¢(A2(U)) offen in Zy, also g o Ay eine offene Abbildung und somit ein
Homd&omorphismus. |
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Anheften einer Familie topologischer Raume

Nun sei X ein topologischer Raum, (Y}),c eine Familie topologischer Réume,
A; C Y, eine abgeschlossene Teilmenge und ¢;: A; — X stetig. Wir be-
trachten die topologische Summe Y := [] jes Yj mit den kanonischen Abbil-
dungen \;:Y; — Y und ihre Teilmenge A := (J;c; A;(4;). Diese ist in Y
abgeschlossen, da )\j_l(A) = A; in Y; abgeschlossen ist fiir alle j € J. Nach
Aufgabe 16 aus der Ubung?? ist die von Y auf A induzierte Topologie final
beziiglich den Abbildungen A; — A, x — \j(x); es ist also A gleich der
topologischen Summe A = ]_[jGJ A;. Somit ist ¢ := Uje 0;: A — X stetig.

Definition 2.49 In der vorigen Situation sagen wir, der topologische Raum
Xus 1Y
jeJ
entstehe aus X durch Anheften der Familie (Y;);es topologischer Rdume
langs ihrer Teilmengen A; C'Y; mit den Anheftabbildungen ¢;: A; — X.
Mit Identifizierungen wie in Bemerkung 1.65 und Bemerkung 2.27 gilt:

Lemma 2.50 Ist jedes Y; ein T1-Raum, so ist fir jede kompakte Teilmenge
K C XUy [l,e;Y; die Menge

Jo={j€J: KN(Y;\ A;) # 0}
endlich.

Der Beweis entspricht denjenigen von Lemma 1.71 (b) und Lemma 2.12 (c);
wir Uiberspringen ihn daher in der Vorlesung.

Beweis. Fiir jedes j € Jy wihlen wir ein Element y; € K N (4; \ 4;)
und setzen D := {y;: j € Jo}. Wir behaupten, dass jede Teilmenge von D
in X Ug Hje ; Y, abgeschlossen ist. Somit ist D diskret in der induzierten

Topologie. Insbesondere ist D abgeschlossen in X Uy [ jes Yj und somit

22Gei B C A. Ist fiir jedes j € J das Urbild /\j_l(B) in A;j relativ abgeschlossen, so ist
das Urbild in Y; abgeschlossen (da A; in Y; abgeschlossen ist), also B in Y abgeschlossen
und folglich in A relativ abgeschlossen. Ist umgekehrt B in A relativ abgeschlossen, so ist
B in Y abgeschlossen (da A abgeschlossen ist), also A;l(B) abgeschlossen in Y; und somit
relativ abgeschlossen in A;.
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in K abgeschlossen. Folglich ist D kompakt. Wie jeder kompakte diskrete
topologische Raum ist D endlich. Folglich ist Jy endlich. O

Die topologische Summe von endlich vielen kompakten topologischen Raumen
ist kompakt. Da jeder Quotient eines kompakten topologischen Raums kom-
pakt ist, folgt:

Lemma 2.51 Ist in Definition 2.49 die Indexmenge J endlich und X sowie
jedes Y; kompakt, so ist der durch Anheften der Familie (Y;)jes an X entste-
hende topologische Raum X Uy HjeJYj kompakt.

Bemerkung 2.52 Es entstehe X Uy [ | jes Yj durch Anheften einer Familie
(Y;) e topologischer Réume an X lings abgeschlossenen Teilmengen A; C Y;
mittels Anheftabbildungen ¢;: A; — X (wobei ¢ 1= Ujes0;: [[;c;4; —
X). Esseien \i: X — X UJ[, Y und Ae: [, Y; = X U, Y; die
kanonischen Abbildungen und A;: Y; — [] jes Yj die kanonische Abbildung
fir i € J. Es seien Z ein topologischer Raum und f;: X — Z sowie f;: Y, —
Z fiir j € J stetige Abbildungen derart, dass fi(¢;(a)) = f;(a) fir alle j € J

und a € A;. Aus Lemma 2.30 und 1.63 folgt, dass es genau eine Abbildung
FXU [y -2
jed

derart gibt, dass fogo A = fy und fogo Xy o); = f; fiir alle j € J, und
dieses f ist stetig. Ist f bijektiv, Z Hausdorffsch, J endlich und sind X sowie
jedes Y; kompakt, so ist f nach Bemerkung 2.31 ein Homoomorphismus.
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Anhang zu Kapitel 2

Der Vollstandigkeit halber geben wir Beweise fiir Satz 2.15, die Teile (b) und
(c) von Satz 2.29, und Satz 2.36 (¢). Die Beweise sind nicht priifungsrelevant.

Beweis fiir Satz 2.15. (a) Angenommen, in Y := \/,;_,(X;, x;) existiert
eine kompakte Umgebung K von yy. Nach Lemma 2.12(c) ist dann K C
Ujca X fiir eine endliche Teilmenge ® C J. Das Innere K 0 ist eine offene
yo-Umgebung in Y, also ist fiir jedes 7 € J das Urbild

¢ (K?)

eine offene z;-Umgebung in X;. Da J; eine unendliche Menge ist, ist Jy \ ® #
0. Seii € Jp\ ®. Dann ist

o7 (K) = {i}
keine z;-Umgebung, da z; in X; kein isolierter Punkt ist, Widerspruch.

(b) Wir adaptieren die Idee aus (f)-(h) in Ubungsaufgabe 10. Die unendliche
Menge Jy hat eine abzéhlbar unendliche Teilmenge A C J,. Wir schreiben

A={j,: neN}

mit paarweise verschiedenen Elementen j;, j5,.... Kdme die Topologie auf Y
von einer Metrik d, so wiirde in Y jede yo-Umgebung die (1/k)-Kugel

Vi ={y € Y: d(y,y) < 1/k}
enthalten fiir ein £ € N. Fir jedes n € N ist (bj_nl(Vk) eine offene z;, -
Umgebung in Xj,. Insbesondere gibt es also eine offene x;-Umgebung V;,,,
in X mit
Vk,n g ¢;1<V;€) :
Nach Verkleinern von Vs ,,, V3 ,,, ... dirfen wir annehmen, dass
‘/l,ng‘/&ng‘/&n 2
gilt und zudem
Vin \ Vitin # 0 (10)
ist (vgl. Bemerkung 2.18). Dann ist
Vi=J¢n(Van) U | X

neN jeJ\A
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eine offene yp-Umgebung in Y, denn fiir j € J \ A ist
¢; (V) = X;
offen in X und fiir n € N ist
65 (V) =Van
offen in X, . Nach dem Obigen muss es ein £ € N geben mit
Vi CV.
Fiir alle n € N folgt

C ¢ (Ve) S, (V) = Vo -

Firn:=k + 1 ist also
Vk,n g V;H—l,na

im Widerspruch zu (10). O

Beim nicht priifungsrelevanten Beweis der Teile (b) und (c) von Satz 2.29
nutzt folgendes Lemma (und die anschlieBende Bemerkung).

Lemma 2.53 FEs seien X und Y topologische Riume, A C Y eine abge-
schlossene Teilmenge und ¢: A — X stetig. Wir identifizieren X wie oben
mit einer Teilmenge von X UyY . IstY normal oder A kompakt undY Haus-
dorffsch, so gilt: Sind U und V' offene Teilmengen von X, deren Abschlisse
U und V in X disjunkt sind, so gibt es offene Teilmengen P und Q von
X Uy Y derart, dassU =XNP,V=XNQ und PNQ =0.

Beweis. Die Urbilder $~'(U) und ¢~*(V/) sind disjunkt und in A abgeschlossen,
also auch in Y abgeschlossen. Ist Y normal, so finden wir offene Teilmengen
C,D CY derart, dass

p'(U)CC, ¢ (V)CTD und CND=19.

Die gleiche Schlussfolgerung gilt, wenn Y Hausdorffsch ist und A kompakt,
also auch L; := ¢~ 1(U) und Ly := ¢~ (U) kompakt sind.?* Weil ¢~(U) in A

ZWeil Y Hausdorffsch ist, ist die Diagonale Ay = {(y,y):y € Y} in ¥ x Y
abgeschlossen, also (Y x Y) \ Ay offen (siche Aufgabe 12 (a)). Letztere Menge enthélt
Ly x Lo, nach dem Lemma von Wallace also auch C x D mit offenen Teilmengen C, D C Y
derart, dass L1 CC und Ly € D. Da (C x D)NAy =0, ist CND = .
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relativ offen ist, gibt es eine offene Teilmenge C; C Y mit ¢~ H(U) = AN CY.
Ebenso finden wir eine offene Teilmenge D; C Y mit ¢~ (V) = ANCy. Dann
ist

P=UU (qo /\2)(0(701)
eine Teilmenge von X UgY mit PNX = U, denn esist CNC1NA = ¢~ H(U).
Also ist A\ (U) U Xo(C' N CY) saturiert beziiglich ¢ und somit P offen, als Bild
dieser offenen Menge unter q. Analog ist

Q:=VU(qgoX)(DNDy)

offen in X Uy, Y. Esist PNQ =0, daPNn@QNX =UNV =0 und
PNnnN(Y\A) =({(CNnCy)N(DNDy))\A=0. O

Bemerkung 2.54 Statt UNV = () anzunehmen, wire es genug, UNV = ()
anzunehmen und zu verlangen, dass die Abschliisse U N ¢(A) und V N ¢(A)
als Teilmengen von ¢(A) disjunkt sind. Der Beweis geht analog, mit dem

Urbild ¢=5(U N ¢(A)) an Stelle von ¢~1(U) und ¢~ 1(V N ¢(A)) statt ¢~2(V).

Beweis von Satz 2.29 (b) und (c).

(b) Seien x1,x9 € X Uy, Y mit x1 # x9. Sind 21,25 € Y\ A, so kénnen wir
im Hausdorffraum Y\ A offene disjunkte Umgebungen von z; und z5 wéhlen
und diese sind auch in X U, Y offen, nach (a). Ist z; € X und 25 € Y\ A4,
so gibt es wegen der Regularitdat von Y offene Mengen U,V C Y mit A C U,
g € V und U NV = ; nach Ersetzen von V mit V N (Y \ A) diirfen wir
V CY \ A annehmen. Also ist V offen in X Uy Y. Die Menge

W= XUUNY\A) =g\ (X)U(U))

ist offen in X Uy Y, da A (X) U X (U) in X LY offen ist und ¢-saturiert (da
A CU). Zudem ist x; € W und W NV = (). Sind schlielich 21,2, € X, so
finden wir, da X Hausdorffsch ist, in X disjunkte Umgebungen B und C' von
x1 bzw. x5. Da X regular ist, finden wir in X abgeschlossene Umgebungen U
und V von 21 bzw. 2o mit U C Bund V C C. Dannist UNV C BNC = 0.
Nach Lemma 2.53 existieren offene Mengen P, ) C X U, Y derart, dass
PNX =0U% QnNX = V% (mit den Inneren als Teilmenge von X) und
PNQ=0. Esist z; €e U°C Pund 2, € V° C Q.

(c) Seien z1 # x5 in X Uy Y. In den Fillen xy,20 € Y \ A sowie z; € X,
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x9 € Y\ A finden wir disjunkte offene Umgebungen wie im Beweis von (b).
Man beachte, dass f(A) kompakt und somit in X abgeschlossen ist, da X
Hausdorffsch ist. Nach Satz 2.29 (a) ist X \ f(A) somit eine offene Teilmenge
von X Uy Y. Sind 21,22 € X \ f(A), so finden wir disjunkte offene Umge-
bungen von x; bzw. x5 im Hausdorffraum X \ f(A) und diese sind auch in
X Uy Y offene Umgebungen. Es bleibt nur der Fall, dass z1,22 € X und
mindestsn einer der Punkte in f(A) ist, etwa 25 € f(A). Da X Hausdorffsch
ist, finden wir disjunkte offene Umgebungen U und V von z1 bzw. 25 in X.
Da der kompakte Hausdorffraum f(A) lokal kompakt ist, finden wir in eine
kompakte Umgebung Ly von 3 in f(A) mit Ly C f(A) N V. Das Innere LY
als Teilmenge von f(A) ist relativ offen, also LY = f(A) N, fir eine offene
Teilmenge W, C X. Dann ist V := V N W, eine offene xo-Umgebung in X
mit VN f(A)C Ly CV und LNU = 0.

Falls 7, & f(A), ist U := U N (X \ f(A)) eine offene z1-Umgebung in X mit

UNV = 0. Weiter ist U N f(A) = (), der Schnitt mit V' N f(A) C L also leer.
Nach Bemerkung 2.54 gibt es also disjunkte offene Teilmengen P und () von
XUpYmitz; eU=XNPunda, €V =XNQ.

Falls auch 1 € f(A), gibt esin f(A) eine kompakte z1-Umgebung L;. Deren
Inneres LY als Teilmenge von f(A) von der Form L = X N W, ist mit einer

offenen Teilmenge W7 C X. Dann ist U := U N W, eine offene x,-Umgebung
in X mit UNf(A) C Ly CU und LiNLy C UNV = (). Nach Bemerkung 2.54
gibt es disjunkte offene Teilmengen P und () von X U, Y mit x; € U = XNP
und zo € V=XNEE. O

Beweis fiir Satz 2.36 (c). Es sei R; der Rand von M; als Teilmenge des
topologischen Raums D(M), fir j € {1,2}. Weiter sei 7: R* — R" der
Homoomorphismus

(1, ..oy xp) = (=21, T2, ..., Ty).

Wir wissen aus Satz 2.29 (a), dass M; (also auch o(M;) = M,) in D(M)
abgeschlossen ist und

q(A2(M \ OM)) = M\ OM>
offen, womit auch M; \ OM; = (M, \ OM,) offen ist. Da nach dem Vorigen
M; \ OM; © Mj = M; \ R;,
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folgt R; € OM;. Wiére die Inklusion strikt, so ware M ]Q eine echte Obermenge

von M; \ OMj, es gibe also ein x € M) NOM;. Wir fiihren diese Annahme
zum Widerspruch im Fall j = 1 (der Fall j = 2 l&sst sich analog behandeln).
Da x € M, konnen wir eine Karte

01 qUuU) =V
bauen aus einer Karte : U — V N H fiir M mit \{'(x) € U und einer
offenen Teilmenge V C R" mit V = 7(V). Dax € My, ist 7' (z) e HNV
und 07(z) =+ (z) € OH. Fiir alle k € N existiert ein
yr € VN (J]—o0,0[ xR™™1)

mit ||yx — 67 (z)|]2 < 1/k. Dann gilt also v, — 0~ (x) fiir K — oo und somit
0(yx) — x. Nun ist aber

0(yx) = q(X2 (V™ (T () € My \ OM;

fir alle £ € N und somit 6(y,) ¢ M;. Es folgt * € Ry = M; \ MY}, was
x € M} widerspricht. OJ
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3 Zellenkomplexe

Wir lernen nun eine sehr wichtige Klasse topologischer Raume kennen unter
halten erste Eigenschaften fest, zunachst von der Warte der mengentheore-
tischen Topologie.

Definition 3.1 Fir n € Ny nennen wir einen topologischen Raum D eine
n-Zelle, wenn D zur abgeschlossenen Einheitskugel I, homoéomorph ist. Wir
halten einen Homo6omorphismus

¢o: D—D,
fest und definieren
oD = ¢_1<8Dn) = qb_l(Sn—l)'

Wir werden spéter sehen, dass D unabhéngig von ¢ ist, dies ist momentan
aber nicht relevant. Ist ein topologischer Raum e zur offenen Einheitskugel
D¢ C R™ (und somit zu R™) homdomorph, so nennen wir e eine offene n-Zelle.
Fiir jede n-Zelle D ist D \ 0D eine offene n-Zelle.

Bemerkung 3.2 Jeder einpunktige topologische Raum {x} ist sowohl eine
0-Zelle als auch eine offene 0-Zelle.

Wir betrachten nun topologische Rdume (X, O), die wie folgt aufgebaut wer-
den konnen:

3.3 Wir starten mit einem diskreten topologischen Raum X, # (), dem so-
genannten 0-Gerist. Jede Teilmenge von X ist also offen und es ist

Xo =[] {=}

z€Xo

mit den 0-Zellen {z}, die in X offen sind.

3.4 Rekursiv legen wir topologische Raume X, fir n € Ny fest; flir jedes
n € N entsteht X,, aus X,,_; durch Anheften einer Familie (D,, ;);es, von
n-Zellen D, ; ~ D,, mittels stetigen Anheftabbildungen

QZSnJ‘Z 8Dn7j — Xn—l .
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Dann ist also
Xy = Xp1 U, H Dy, ;

Jj€JIn
mit der stetigen Funktion
n = Ujes,dns: || 0Dnj = X

Jj€JIn

auf der abgeschlossenen Teilmenge A, := []
Summe [[,;c; Dyj-

e, 0D ; der topologischen

3.5 Wir identifizieren X,,_; mit der entsprechenden Teilmenge von X, die
in X,, abgeschlossen ist und auf welcher X,, die gegebene Topologie induziert
(sieche Satz 2.29 (a)). Die gerichtete Folge

XoC X1 CXyC -
topologischer Raume ist also strikt. Wir definieren nun

X = UXn = lim X,

n€eNg

als die Vereinigung der X,,, versehen mit der direkten Limestopologie O.

3.6 Wie in jedem strikten direkten Limes induziert X auf X, die dort
gegebene Topologie fiir jedes n € Ny (siehe Lemma 1.71 (c)). Da—wie gerade
festgestellt—fir alle n € Ny die Teilmenge X,, in X, abgeschlossen ist, ist
X, in X,, abgeschlossen fiir alle m > n. Nach Lemma 1.71(d) ist folglich
X, eine abgeschlossene Teilmenge von X, fiir jedes n € Nj.

3.7 Firn e Nseiqg,: X, U HjeJn D, ; — X,, die kanonische Quotienten-
abbildung und A, ;: D,; — X,—1 U]] e D,, ; die kanonische Abbildung in
die topologische Summe fiir ¢ € J,. Fiir n € Ny und j € J,, betrachten wir
die Abbildung

Q. Dy — X,z ¢u(A\(2)),

wobei wir X, als Teilmenge von X betrachten. Die Abbildungen ®,, ; werden
charakteristische Abbildungen genannt. Wir setzen

en,j = (Dn,j(Dn,j \ @Dnd)
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fir j € J,, mit der von X,, induzierten Topologie; als Menge ist dann
Xn = anl U U €n,j
JE€JIn

und dies ist eine Vereinigung disjunkter Mengen.

3.8 Wir setzen noch Jy := X und eg; := {j} fiir j € Jy. Dann ist also
X() = U €o,; -
j€Jdo
Weiter ist fiir jedes n € Ny

n

X =J U ew

k=0 j€J;,

x=U Uew:

keNg jeJi

und

jeweils als Vereinigung paarweise disjunkter Mengen.

3.9 Wir nennen (X, (®,,)nen,, je,) €inen Zellenkomplex. Fiir n € Ny nennt
man den topologischen Raum X,, = ;o U, e, ®rj(Drj) das n-Gerist des
Zellenkomplexes, mit der von X induzierten Topologie (also der oben bere-
its benutzten). Missbrauchlich bezeichnet man manchmal den topologischen
Raum X als Zellenkomplex. Traditionell werden Zellenkomplexe auch C'W-
Kompleze genannt. Ist X = X fiir ein d € Ny, so nennt man den Zellenkom-
plex (X, (Py, ) neng,jes,) endlich-dimensional und das kleinste solche d die
Dimension des Zellenkomplexes.

Wir geben nun einige Beispiele von Zellenkomplexen (X, (P, ;)neny,jes,) an
bzw. zu X homoomorphe topologische Raume.

Beispiel 3.10 Fiir n € Nsei X := ey eine einpunktige Menge, eg; = {z}.
Wir setzen
Xp:=Xo furke{l,...,n—1},

heften also eine leere Familie von k-Zellen an. Nun heften wir eine n-Zelle
D,, langs S,,_1 an X,,_1 an mit der Anheftabbildung

quli Sn—l — Xn—1> T +— Xy.
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Dann ist
Xn = n—1 U¢n,1 ]D)n ~ Dn//Snfl ~ Sn

(vergleiche Bemerkung 2.31). Wir kénnen die n-Sphére S,, also als einen n-
dimensionalen Zellenkomplex auffassen mit zwei Zellen, namlich einer 0-Zelle
und einer n-Zelle. Es ist

Sn == 6071 U 6n71 .
Die 0-Sphére Sg = {—1,1} = {—1} U {1} ist ein Zellenkomplex mit zwei
0-Zellen.

Im Folgenden identifizieren wir z € R™ mit (z,0) € R""! so dass R™ C R™!.

Beispiel 3.11 Die 0-Sphare S ist nach dem Vorigen ein Zellenkomplex mit
zwei 0-Zellen,

So = €01 U €g2
mit eg; = {—1}, ego = {1}. Durch Anheften des oberen und unteren Halb-

kreises an Sy erhalten wir den Einheitskreis S;; es ist also S; ein Zellenkom-
plex mit zwei 0-Zellen und zwei 1-Zellen,

Si=SoUeiUeip=ep1UegaUeriUers.

Allgemein entsteht S,, fiir n € N durch Anheften der oberen und unteren
Halbsphare an S,_1, es ist also S,, ein Zellenkomplex mit je zwei k-Zellen ey,
und e fiir k € {0,1,...,n};
Sp=Sp_1Ue1Ueps = U(ek,l Uegsa).
j=0

Beispiel 3.12 Die abgeschlossene Einheitskugel (und n-Zelle) D,, erhalten
wir durch Anheften von ID,, an S,,_; langs S,,_; mittels der Anheftabbildung
idg, ,. Mit X,,_; = S,,—1, X,, = D, ist also D, ein n-dimensionaler Zel-
lenkomplex

n—1

]D)n = Snfl U Dn = Snfl U €n,1 = €n,1 U U (ek’,l U 6k,2)
k=0
mit einer n-Zelle und je zwei k-Zellen fur k& € {0,1,...,n — 1} (wobei

Beispiel 3.11 benutzt wurde). Ist n > 2, so kénnen wir D,, auch mittels
einer 0-Zelle, einer n — 1-Zelle und einer n-Zelle beschreiben,

D,=S,-1Uey1 =e€p1Uen_11Uep1,

unter Benutzung von Beispiel 3.10.
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Definition 3.13 Fiir n € Ny ist der reelle projektive Raum R P, der Dimen-

sion n definiert also die Menge aller 1-dimensionalen Untervektorraume von
R™*1 also
RP, = {Rz: z € R""\ {0}}.

Die Abbildung
Qn: S, > RP,, z+— Rz

ist surjektiv; man versieht RP, mit der Quotiententopologie beziiglich g,.
Da S,, kompakt ist, ist auch RP, kompakt. Weiter ist RFP, Hausdorffsch
(siehe Aufgabe 22 auf Ubungsblatt 6, wo auch gezeigt wird, dass RP, eine
n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist).

Beachten Sie, dass

¢, {gn(2)}) = {2, —2} firallex €S,. (11)

Beispiel 3.14 Der 0-dimensionale reelle projektive Raum ist die Menge aller

1-dimensionalen Untervektorraume in R; davon gibt es nur einen, namlich
R. Mit eg := {R} ist also
RPy = €0,1

eine 0-Zelle. Wir zeigen per Induktion nach n € Ny, dass RP, zu einem
n-dimensionalen Zellenkomplex gemacht werden kann mit je einer k-Zelle fiir
alle k € {0,1,...,n}, also

an = €0,1 U€1,1 y-.-- Uem .

Fiir den Induktionsschritt sei n > 1 und RP,_; ein (n — 1)-dimensionaler
Zellenkomplex
RP,-1 =€ U---Uep_11.

Die obere Halbsphéare
Dy :={(x1,...,%nq1) €Syt Ty > 0}
ist eine n-Zelle, denn
Dypy =Dy, (21,0, Togr) = (T4, 00, T0)

ist ein Homoomorphismus mit Umkehrabbildung

D, = Dpa,  (T1,...,2,) — (xl,...,xn,\/l—x%—-n—x%).
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Weiter ist
CIDn,l = Qn‘DnJ . Dn,l — IRPn (12)

eine stetige surjektive Abbildung, welche wegen der Kompaktheit von D,, ;
und Hausdorft-Eigenschaft von RP, eine abgeschlossene Abbildung und Quo-
tientenabbildung ist. Es ist 0D, ;1 = S,-; x {0} = S,_; mit der vorigen
Identifizierung. Sei

¢n = (Gp—1-: Sn—l —RP,_;.

Dann ist
an—l U¢n Dn71 ~ RPTL = an—l U €n,1 = €0,1 Uu---u €n,1
mit e, 1 = ¢({(x1,...,2,) €S, : x, > 0}) (vergleiche 2.31).

Bemerkung 3.15 (Viualisierung von RP; und RP,).

(a) Die obige Quotientenabbildung ¢; bildet den oberen Halbkreis Dy, auf
RP; ab. Sie ist auf Punkten (z,y) mit y > 0 injektiv und es ist ¢y (—1,0) =
1(1,0). Mit A := {(—1,0),(1,0)} ist also

Rpl ~ Dl,l//A ~ [O, 1]//{0,]_} ~ Sl.

(b) Ahnlich wie man sich die Kleinsche Flasche (abgesehen von Selbstdurch-
dringungen) als Teilmenge von R3 vorstellen kann, wollen wir auch die reelle
projektive Ebene RP, im R? visualisieren. Wir starten mit der obigen Quo-
tientenabbildung ¢o: Dy; — RP,, die auf der oberen Halbsphéare definiert
ist. Diese ist auf Punkten (z,y, z) mit z > 0 injektiv, jedoch ist ¢o(x,y,0) =
Go(—z, —y,0) fiir (z,y) € S;. Wir gehen zunéchst zu einem Quotienten von
Dy, iber, der lediglich (0,1,0) und (0, —1,0) identifiziert. Als Teilmenge
von R? konnen wir diesen erhalten, indem wir den Rand einer Halbsphire
aus Gummi an zwei entgegengesetzten Punkten zusammenheften, so dass
daraus ein einziger Punkt P wird. Es entsteht eine Art oben geschlossene
Hose; die C)ffnungen der Hosenbeine sind Kreise, die rechts und links an P
grenzen. Durchlaufen wir den rechten Kreis beginnend bei P, so sind dessen
Punkte gegenlaufig mit den entsprechenden Punkten des linken Kreises zu
identifizieren. Wir konnen dies realisieren, indem wir den linken Kreis um
180 Grad drehen um die durch P laufende Achse (die Front iiber oben nach
hinten) und dann den Kreis unten herum um 180 Grad drehen bei Festhalten
von P, so dass die zwei Kreislinien aufeinander zu liegen kommen (Skizzen
siche Vorlesung).
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Fiir schonere Visualisierungen der projektiven Ebene (etwa die sogenannte
Boysche Fliche) sei auf das Internet verwiesen.

Beispiel 3.16 Identifizieren wir wie zuvor R" jeweils mit R™ x {0} C R"™!,
so haben wir
Sp €S5SS C---

und konnen den direkten Limes
Se = lim§,,
—

bilden als topologischer Raum. Nach Beispiel 3.11 ist dies ein Zellenkomplex

mit n-Gerlist .

S, = U(ek,l Uek2)

k=0
fir alle n € Nj.

Beispiel 3.17 Ebenso haben wir die aufsteigende Folge
R CRPLCRPC -
und konnen den direkten Limes

RP, := limRP,
—

bilden als topologischer Raum. Nach Beispiel 3.14 ist dies ein Zellenkomplex
mit n-Gertist

RP, = | exa
k=0
fir alle n € Nj.

In den vorigen Beispielen waren alle n-Gertiste kompakt. Wir kommen zu
nicht-kompakten Beispielen.

Beispiel 3.18 Die reelle Gerade R kann als 1-dimensionaler Zellenkomplex
betrachtet werden mit 0-Geriist

X() = Z
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und der Familie (D ;);ez der 1-Zellen
Dy ;= 15,5+1],
welche mittels der Anheftabbildungen
b1 {4, i+1} =2, vz

an X, = Z angeheftet werden. Die Abbildung

Fzug [l +1] =R,

JEZ

welche auf Z und jedem Intervall [j, j + 1] die Inklusion nach R ist, ist stetig
und bijektiv. Als Spezialfall eines allgemeinen Arguments (Satz 3.29), das
wir im Laufe des Kapitels kennenlernen, ist f ein Homéomorphismus.

Beispiel 3.19 Ebenso sehen wir, dass R? als 2-dimensionaler Zellenkom-
plex betrachtet werden kann (und ]Rf’ als 3-dimensionaler sowie R" als n-
dimensionaler Zellenkomplex — sieche Ubung). Es sei ndmlich

Xy = Z°.
Fir j := (n,k) € Z* x {1,2} sei
Dy :=n+10,1]eg
mit dem kten Standard-Einheitsvektor e;. Dann ist

Xou JI Duy~Um}xRURx{m}) = X,

JEZ? x{1,2} meZ

(vergleiche Satz 3.29). Fiir j € Z? sei Dy ; := j+10,1]? und ¢o;: 0Dy ; — X
die Inklusion. Fiir ¢y := U,cz2¢5 ; betrachten wir die Abbildung

jf )(1LJ¢2 I;[ ZDQJ — EEQ,

JjEeZ?

die auf X; und jedem Dy ; die Inklusion nach R? ist. Dann ist f stetig und
bijektiv; nach Satz 3.29 ist f ein Homoomorphismus.
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Wir halten erste Eigenschaften von Zellenkomplexen fest.

Satz 3.20 Es sei (X, (P j)neny je,) €in Zellenkompler und X, sein n-Gerist
fur n € Ng. Dann gilt:

(a)
(b)
(c)

(2)

X, ist Hausdorffsch und normal, fir alle n € N.
X ist Hausdorffsch und normal.

Jede kompakte Teilmenge K C X ist in X,, enthalten fir ein n € N.
Es ist
Kn €k,j # 0

nur fir endlich viele (k,7) mit k € Ny und j € Jj.

Fiir jedes n € Ng und j € J,, ist e, ; eine offene Teilmenge von X,, und
eine offene n-Zelle in der induzierten Topologie.

Die Topologie O auf X ist final beziglich der Familie (P, ;)nen,. je,
der charakteristischen Abbildungen. Fir jedes n € Ny ist die Topologie
auf X, final beziiglich der Familie der @y ;|* mit k € {0,...,n} und
Jj € Jy.

Alle Wegkomponenten von X sind offen und sie stimmen mit den Zusam-
menhangskomponenten tiberein.

X ist genau dann wegzusammenhdngend, wenn sein 1-Gerist X; weg-
zusammenhangend ist.

Wir beweisen zunéchst (a) und (b).

3.21 Wir zeigen per Induktion, dass X,, Hausdorffsch und normal ist fiir alle
n € Ny. Induktionsanfang n = 0: Wie jeder diskrete topologische Raum ist
Xy Hausdorffsch und normal. Induktionsschritt: Ist n € N und ist X,,_;
Hausdorffsch und normal, so ist nach Satz 2.29 (d) auch

Xo=Xn1Us, [[ Dns

J€Jn

Hausdorffsch und normal, denn jedes D, ; ist als kompakter Hausdorffraum
ein normaler topologischer Raum, so dass auch die topologische Summe
[1;c,, Dn,j normal und Hausdorffsch ist.
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3.22 Da jedes X, normal und Hausdorffsch ist und abgeschlossen in X1,
ist nach Lemma 1.85 (b) auch X = lim X,, normal und Hausdorffsch.
—

3.23 Zum Beweis von (c) sei K C X kompakt. Nach Lemma 1.71 (b) ist
K C X, fiir ein n € Ny. Fiir alle natiirlichen Zahlen m > n und alle 5 € J,,
ist en,; € X \ Xy, also K Ney,,; = (). Nach Lemma 2.50 ist die Menge aller
j € J, mit e,; N K # () endlich. Fiir k € {0,...,n — 1} ist X; N K eine
abgeschlossene Teilmenge von K, also kompakt. Zudem ist X; N K C Xj.
Nach dem schon Gezeigten ist die Menge der j € J, mit Xz N K Neg; # 0
endlich.

3.24 Beweis von (d). Nach Satz 2.29 (a) konnen wir die offene Teilmenge

o (o) (1)

von [] e, Dn,j mit der von I e, Dn,; induzierten Topologie identifizieren
mit einer offenen Teilmenge von X,,, so dass als Menge

X, =X, 1UQ.
Da die kanonische Abbildung

/\n,i: Dnﬂ' — H DnJ

J€JIn

eine topologische Einbettung mit offenem Bild ist, ist A, ;(D,; \ 0D, ;) offen
in @ und somit in X,,, und es ist A, ;|p, \op,, eine topologische Einbettung;
ohne die vorigen Identifizierungen ist diese Abbildung ®,,;|p,, ,\op,,- Ihr Bild
en,i ist also eine offene n-Zelle und offen in X,,.

3.25 Beweis von (e). Wir zeigen zuerst die Aussage tiber X,,, per Induktion
nach n € Ny. Die diskrete Topologie auf X ist final beziiglich den Inklusio-
nen ®g;: {j} — Xo. Sei nun n > 1 und gelte die Aussage fir X,,_;. Die
Topologie auf X, ist final beziiglich der kanonischen Abbildung

tn: Xna U [ Doy = X
J€Jn

Die Topologie auf der topologischen Summe S im Definitionsbereich ist final
beziiglich den kanonischen Abbildungen X, ; — S und [] D,; — S.

J€JIn
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Erstere ist per Induktion final beziiglich den &y, ;|*»-* fiir k € {0,...,n — 1}
und j € Ji; zweitere ist final beziiglich den kanonischen Abbildungen D,, ; —
]_[je g, Dnj fir @ € J,. Wegen der Transitivitat finaler Topologien ist die
Topologie auf X, final beziiglich den Kompositionen

cI)k’j|Xn71 q
DkJ — X1 — S — X,

fir k € {0,...,n—1} und j € J; (die wegen der gemachten Identifizierungen
gleich @y, ;|*» sind) und den Kompositionen

Dyi— [ Duj— 5% X,

J€JIn

fiir i € J,, also beziiglich den ®,, ;|*.

3.26 Beweis von (f). Gegeben x € X sei W seine Wegkomponente. Fiir
jedes n € Ny und jedes j € J, ist @, ;(D, ;) wegzusammenhéingend als
stetiges Bild eines wegzusammenhangenden Raums. Also gilt entweder

©,j(Dnj) €W
(womit ®,%(W) = D,; offen in D, ; ist) oder
q)n,j(Dn,j) NnNWwW = @,

in welchem Fall ®_ (W) = () ebenfalls offen in D, ; ist. Da nach (e) die
Topologie auf X final beziiglich der Familie der ®,,; ist, ist W offen in X.
Nach Satz 1.102 stimmen Wegkomponenten und Zusammenhangskomponen-
ten also tiberein.

3.27 Beweis von (g). Sei X; wegzusammenhéngend. Wir zeigen per Induk-
tion nach n € N, dass X, wegzusammenhangend ist. Wir wahlen zy € X,.
Dann ist auch X = (J,, .y X» wegzusammenhéngend, denn jeder Punkt darin
ist mit xy verbindbar. Fiir n = 1 gilt die Aussage per Voraussetzung. Sei
n > 2 und X,,_; wegzusammenhéngend. Jedes z € X, liegt in X,,_; (ist also
in X,_1 mit xy verbindbar) oder in &, ;(D,, ;) fiir ein j € J, und ist dann
mit jedem Punkt y in ®,, ;(0D,, ;) durch einen Weg verbindbar, da ®,, ;(D,, ;)
wegzusammenhangend ist. Da y in X,,_; mit zy verbindbar ist, ist z in X,
mit xq verbindbar.
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Sei nun X wegzusammenhangend. Ware X; nicht wegzusammenhangend, so
gabe es x,y € Xy, die nicht in X; durch einen Weg verbindbar sind. Es gibt
jedoch einen Weg ~: [0,1] — X mit v(0) = z und (1) = y. Da ~([0,1])
kompakt ist, gibt es ein n € N mit v([0,1]) C X,,. Nach dem Vorigen muss
n > 2 sein. Fiir festes v wahlen wir n minimal. Wir wahlen nun ~ so, dass
das zugehorige n minimal ist. Fiir dieses minimale n wéahlen wir nun ein ~
so, dass die Zahl der 5 € J,, mit

Y([0,1]) Nen; # 0
minimal ist. Fiir ein solches j gibt es ein kleinstes ¢, € [0, 1] und ein groftes
t* € [0,1] mit
V(te), Y (") € P j(Dny) -

Da e, ; in X, offen ist, muss ¢, < ¢* sein und
’Y(t*>7’7(t*) € q)n,j(aDn,j) g Xn—l .

Da ®,,;(0D,, ;) wegen n > 2 wegzusammenhéngend ist, gibt es einen Weg
g: [t.,t*] = ©,,;(0D, ;) € X,_1 von y(t.) nach y(t*). Dann ist auch

v(t) wenn t € [0,t,] oder t € [t*,1];

n: (0,1 = Xy, te { O(t) wenn t € [t,,t*]

ein Weg in X, von x nach y, der jedoch mindestens eine offene n-Zelle weniger
trifft, im Widerspruch zur Minimalitatseigenschaft von .

Bemerkung 3.28 Uber Satz 3.20 (f) hinaus werden wir spiter sehen, dass
jeder Zellenkomplex X lokal wegzusammenhéngend ist und sogar lokal
kontrahierbar in dem Sinne, dass fiir jeden Punkt jede Umgebung eine kon-
trahierbare Umgebung enthélt (siche Satz A.6).

Zwei Sétze ermoglichen uns, Zellenkomplexe (bzw. dazu homéomorphe topo-
logische Raume) zu erkennen.

Satz 3.29 Es sei (X, (P j)nen, je,) €in Zellenkomplez und f: X =Y eine
bijektive stetige Abbildung in einen Hausdorffraum Y derart, dass fir jedes
y €Y eine y-Umgebung W C Y emistiert derart, dass

{(n,j):neNundj€ J, mit WnN flen;) # 0}

endlich ist, wober
enjj = q)”,J (Dn,] \ aDnJ) .

Dann ist f ein Homéomorphismus.
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Beweis. Gegeben y € Y sei W wie im Satz; die Menge F aller (n,j) mit
n € Ng und j € J,, so dass W N f(e, ;) # 0 sei also endlich. Dann ist

K:= ] ®.;(Dy;)

(n,j)eFr

eine kompakte Teilmenge von X und f(K) eine kompakte Teilmenge von Y
mit W C f(K). Da K kompakt und Y Hausdorffsch ist, ist

K
vi= I K = f(K)
ein Hom6omorphismus, also
S w =0 w
stetig. Somit ist f~! stetig. O

Den folgenden Satz behandeln wir spéter, zusammen mit Unterkomplexen
und Produkten von Zellenkomplexen.

Satz 3.30 Es sei (X, ) ein Hausdorffscher topologischer Raum mit X # ().
Fiir jedes n € Ny sei eine Familie (9, ;) jes, von Abbildungen ®,, ;: D, ; — X
mit n-Zellen D, ; gegeben derart, dass gilt:

(a) Fiir jedes n € Nog und j € J,, ist ®,4|p, \op,, eine topologische Ein-
bettung.

(b) Setzen wir e, ; := ®,;(Dy; \ 0D, ;) firn € Ny und j € J,, so ist
(€n,j)neNy.jet, eine Familie paarweise disjunkter Mengen und

X = U U@w”

n€Ng j€Jpn

(c) Die Topologie O auf X ist final beziiglich der Familie (P, ;)neng.je, -

(d) Firjedesn € Nundj € J, ist @, (0D, ;) in einer Vereinigung endlich
vieler der Zellen e ; mit k € {0,...,n — 1} und j € J;, enthalten.

Dann ist (X, (Pp j)nenojes.) €in Zellenkomplez.
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Beweis. Fiir n € Ny sei X,, := [J,_, Ujes, erj- Sei A C Xj eine beliebige
Teilmenge. Fiir j € Jy ist @, ]1 (A) abgeschlossen, wie jede Teilmenge von
Dy;. Firn € Nund j € J, ist wegen (d) und (b) die Menge F aller i € J;
mit eg; C AN, ;(0D, ;) endlich. Wegen e, ;N A Ce,; NXy=10ist

q)n,j(Dn,j) N A == @n’j(aDn,j) N A == U 60?7;

i€l
eine endliche Menge und somit abgeschossen in X, folglich
-1 —
(I)n,j<A) - q)n,‘lj (U 60,1)
i€l

abgeschlossen in D,, ;. Wegen (c) ist A also abgeschlossen in X. Somit ist X
diskret in der von X induzierten Topologie und weiter X, in X abgeschlossen.

Fir n € N ist
Xo=Xn1U [ eny
JE€Jn
als Menge und somit
Xo=Xn1Ug, [[ Dny (13)
J€Jn

als Menge mit
¢n = UjEan)n,jlaDn,j : H 8Dn7] — anl-
j€n
Wir zeigen nun induktiv fiir jedes n € Ny die Aussage (A4,):

Die Teilmenge X,, von X ist abgeschlossen und die von X auf X,, induzierte
Topologie O, ist final beziglich der Familie der ®y ;|*" mit k € {0,...,n}
und j € Jg.

Da die finale Topologie auf X beziiglich der Familie der ®g ;|*° mit j € J
diskret ist, gilt (Ag) nach dem bereits Gezeigten. Sei nun n € N und gelte
bereits (A,_1). Fur j € J, ist

(I)n,j(Dn,j) = €n,j U (I)n,j(aDn,j) C €n,j U Xn—l C Xn
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und somit (®,,;)"(X,) = D,,j abgeschlossen in D,, ;. Fir k € {0,...,n—1}
folgt wegen X, C X, entsprechend @;;(Xn) = Dy, fur alle j € J. Fir
k€ Nmit £ > n und j € Jy ist

@y j(Dnj) = ex; U Py j(0Dy )
mit ey ; N X, = 0, so dass
@,;} (X,) = @,;} (X, N ®,.;(ODy ;) -

Nach (d) ist
O (0Dk;) € | ew

i)eF

mit einer endlichen Menge F' von Paaren (¢,i) mit ¢ € {0,...,k — 1} und
i€ Jp. Daey; N X, =0 wenn ¢ > n, ist

Xnﬂq)kd‘(@Dk,j)g U eri © U q)f,i(Df,i)

(Li)ER (L,i)€Fy

mit Fy :={({,7) € F: { <n}. Da ®,,(D,;) C X, fiir alle (¢,7) € Fp, folgt

X, N @ ;(0Dy ;) = U Dri(Dei) | NP (ODg;);

(f,i)GFo
dies ist eine kompakte Teilmenge von X, somit in X abgeschlossen. Also ist
B (Xn) = @ j(Xn N By (9D )

abgeschlossen in Dy, ;. Wegen (c) ist also X,, abgeschlossen in X. Nach

Aufgabe 16 auf Ubungsblatt 4 ist die von X auf X,, induzierte Topologie O,,

final beziiglich der Familie der Abbildungen q)k,jgfl(x ) fir £ € Ny und
k,j n

j € Jy. Im Falle k < n ist die genannte Abbildung gleich ®; ;|*». Es sei S,
die finale Topologie auf X,, beziiglich der kleineren Familie der @ ;| mit
ke{0,...,n} und j € J,. Dann ist O,, C S,,. Fiir k > n und j € Ji sei Fy
wie oben. Fir (¢,4) € Fy ist ®,,;(Dy;) kompakt in (X, S,) und somit auch
die endliche Vereinigung

K= [ ®u(De)
(f,i)EFo
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kompakt. Auf dieser Menge induziert der Hausdorffraum (X,,, O,,) die gleiche
Topologie wie (X,,,S,). Da <I>k,j|§21(X , our Werte in K annimmt, ist diese
k,j n

Abbildung nicht nur nach (X, O, ), sondern auch nach (X,,S,) stetig. Also
ist S, € O,, und somit S,, = O,,. Dies beendet den Induktionsbeweis.

Fir n € N sei nun 7, die Topologie auf X, die final ist beziiglich den
®,, ;|*» mit j € J, und der Inklusion X,,_; — X,,. Wegen (A,_;) und der
Transitivitdt finaler Topologien ist diese auch final beziiglich den ®,, ;|*" mit
j € J, und den @y ;¥ mit k € {0,...,n — 1} und j € Jr. Wegen (4,) ist
also 7, = O,,. Somit ist O,, gleich der Topologie 7, fiir welche (13) auch als
topologischer Raum gilt. Mit der direkten Limestopologie T ist

X = U X, = lim X,
neNyp

dann also ein Zellenkomplex. Da 7 nach Satz 3.20 (e) final beziiglich der
Familie (®,, )neny,jes, ist, folgt T = O aus Voraussetzung (c), was den
Beweis beendet. O

Definition 3.31 Es sei (X, (®,)neng jes,) €in Zellenkomplex und e, ; =
®,, ;(Dy; \ 0D, ;) fir n € Ny und j € J,. Eine nicht leere Teilmenge A C X
wird ein Unterkompler genannt, wenn gilt:

(i) A ist eine abgeschlossene Teilmenge von X.

(ii) A ist eine Vereinigung von Zellen von X. Bezeichnet J,(A) fiir n € Ny
die Menge aller j € J,, mit e, ; C A, so ist also

A= U U €nj -

neNg jeJ,(A)

Ist X ein Zellenkomplex wie zuvor und A C X ein Unterkomplex, so nennt

man (X, A) ein CW-Paar.

Beispiel 3.32 Fiir jedes n € Ny ist das n-Gertist X,, ein Unterkomplex
von X.

Beispiel 3.33 Fiir m € {0,...,n} ist S, = U~ (€x,1 Ueg2) ein Unterkom-
plex von S,, = |J;_,(€x,1 U eg2), mit Notation wie in Beispiel 3.11.
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Beispiel 3.34 Fir m € {0,...,n} ist RP,, = [J;_,ex1 ein Unterkomplex
von RP, = J;_, €1, mit Notation wie in Beispiel 3.14.

Lemma 3.35 In der Situation von Definition 3.31 wird der Unterkomplex A
ein Zellenkomplex, wenn wir thn mit der von X induzierten Topologie verse-
hen; die charakteristischen Abbildungen sind

q)n’j’AZ Dn,j — A
fiirn € Ng und j € J,(A).

Beweis. Es ist A Hausdorffsch, da X nach Satz 3.20 (b) Hausdorffsch ist.
Wir priifen nun die Voraussetzungen von Satz 3.30 nach fiir A statt X, der
Teilmenge J,,(A) an Stelle von J, fiir n € Ny und @,, ;|4 an Stelle von ®,, ;
fir n € Ng und j € J,(A).

Voraussetzung (a) von Satz 3.30 ist nach dem in 3.24 gegebenen Beweis fiir
Satz 3.20 (d) (angewandt auf X) erfiillt. Voraussetzung (d) des Satzes ist
wegen Satz 3.20 (c) erfiillt. Voraussetzung (b) gilt per Definition eines Un-
terkomplexes, mit J,,(A) an Stelle von J,,. Es ist nur noch Voraussetzung (c)
von Satz 3.30 nachzuweisen, dass also die von X auf A induzierte Topologie
final ist beziiglich der Familie (®,, ;|*)neng jes (4)-

Fiir alle n € Ny und j € J,,(A) ist
©p,j(Dnj \ODn ;) = en; C A

und somit @, (D, ;) C A, da D, ; \ 0D, ; in D, ; dicht, &, ; stetig und A
in X abgeschlossen ist. Fir n € Ny versehen wir

A, = AnX,

mit der von X (also auch von X,, und von A) induzierten Topologie 7,. Da
X, Nep ;=0 wenn m > n, ist dann

An == U U ekjj.
k=0 jeJ;(A)

Nach Satz 3.20 (e) und Aufgabe 16 auf Ubungblatt 4 ist die Topologie 7y,
auf A,, final beziiglich den Abbildungen

Oy DA (A,) — A,y
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fir kK € {0,...,n} und j € Jr. Wir zeigen per Induktion nach n € Ny,
dass 7,, final ist beziiglich den @, ;|4 fiir k € {0,...,n} und j € Ji(A). Im
Falle n = 0 sind 7y und letztere finale Topologie beide diskret, also gleich.
Ist n € N und gilt die Aussage schon fiir n — 1 statt n, so sei T die finale
Topologie auf A,, beziiglich den @y, ;|4 fiir k € {0,...,n} und j € Jy(A). Da
7,. die Abbildung ®y, ;| stetig macht fiir alle k € {0,...,n} und j € Ji(A),
ist

T. € T.

Ist B C A,, abgeschlossen beziiglich T, so ist fiir jedes k£ € {0,...,n—1} und
J € Ji(A) das Urbild

(gl =)(B N Aumr) = (Pl ™) 7H(B)

abgeschlossen in Dy, ;, also BN A,_; abgeschlossen in A,,_; per Induktionsvo-
raussetzung. Nun ist fiir j € J,(A)

(@n1*)7H(B)

abgeschlossen. Fiir j € J, mit j & J,(A) ist e, ; N A =10, also e,; "B =10
und folglich
(b—l

n!j

(B) =@, (BN X,1) =9, (BN A,y)

abgeschlossen in D,, ;, da BN A,_; (wie gerade beobachtet) abgeschlossen in
A1 = AN X, 1 und somit in X ist. Also ist B abgeschlossen in X,, und
somit in A,. Es folgt 7 = 7,. Wieder nach Aufgabe 16 ist die von X =
li_r)n X, auf A induzierte Topologie final beziiglich den Inklusionsabbildungen

fn: Ap =X, NA— A.

Da die Topologie auf A, nach dem Vorigen final ist beziiglich den @ ;| fiir
ke€{0,...,n} und j € Ji(A), ist wegen der Transitivitat finaler Topologien
die Topologie auf A final beziiglich den Abbildungen p, o @y ;|4 = & ;|4
fir n € No, k € {0,...,n} und j € Ji(A). O

Wir erwahnen noch einige Fakten iiber die Topologie von Zellenkomplexen.
Die mit Sternchen markierten Resultate kénnen iibersprungen werden und
sind nicht priifungsrelevant (ihre Beweise findet man wenn gewiinscht im
Anhang zu Kapitel 3).
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Satz 3.36 Sei (X, (P, j)neny jes,) €in Zellenkomplex.

(a) X ist genau dann kompakt, wenn es nur endlich viele Zellen gibt, also
die Menge der (n,j) mit n € Ng und j € J,, endlich ist.

(b)* X ist genau dann lokal kompakt, wenn der Zellenkomplex lokal endlich
ist, also fir jedes x € X eine Umgebung W C X existiert derart, dass
die Menge alle (n,j) mit e, ; "W # 0 endlich ist.

(¢)* Ist X metrisierbar, so ist X lokal kompakt.

Beweis. (a) Gibt es nur endlich viele Zellen, so ist X = X, fiir ein n € Nj.
Als endlicher topologischer Raum ist X, kompakt. Ist k € {0,...,n — 1}
und X kompakt, so ist auch Xy, kompakt, nach Lemma 2.51. Per Induk-
tion ist also X = X, kompakt. Ist umgekehrt X kompakt, so hat X nach
Satz 3.20 (c¢) nur endlich viele Zellen. 0

Da X die Vereinigung der ®,, ;(D,, ;) ist fiir n € Ny und j € J, (und X,
die Vereinigung der @ ;(Dy ;) mit & € {0,...,n} und j € Ji), folgt aus
Satz 3.20 (e) und Folgerung 1.122:

Satz 3.37 Ist (X, (Pnj)neng jes,) €in Zellenkomplex, so gilt fir jeden lokal
kompakten topologischen Raum Z :

(a) Die Produkttopologie auf X x Z ist final beziiglich den Abbildungen
G, xidg: Dy j x Z =X xZ mitn €Ny undj e J,.

(b) Fiir jedes n € Ny ist die Produkttopologie auf X, X Z final beziglich
den Abbildungen ®y, ;|*" x idz: Dy; x Z — X, x Z mit k € {0,...,n}
und j € Jg.

Besonders wichtig ist der Fall Z := [0, 1]. Wir schlieen:

Folgerung 3.38 Ist (X, (P, j)neny jes,) €in Zellenkomplez, so ist fir jeden
topologischen Raum 'Y eine Abbildung

f: Xx[0,1] =Y
genau dann stetig, wenn fir alle n € Ny und j € J, die Abbildungen

D,; x[0,1] =Y, (z.,t) = f(®n,;(z),t)
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stetig sind. Fiur n € Ny ust eine Abbildung
f: X, x[0,1] =Y
genau dann stetig, wenn fir alle k € {0,...,n} und j € Jy die Abbildungen
Dy x[0,1] =Y, (x,t)— f(Pr (x),1)
stetig sind.

Wir erinnern daran, dass [0, 1] ein Zellenkomplex ist mit 0-Gertist {0,1}
und 1-Geriist [0, 1]. Mit der Produkttopologie ist das in Folgerung 3.38 be-
trachtete Produkt X x [0, 1] sogar ein Zellenkomplex mit 0-Gertist

(X x[0,1])0 = Xox{0,1}

und n-Gertist
(Xn x {0,1}) U (X,—1 x [0,1])
fiir n € N. Allgemeiner gilt:

Satz 3.39 Es seien (X, (Pnj)nengjes,) und (Y, (Vs i)neng.icr,) Zellenkom-
plexe, wober W, ;: B,,; — Y mit n-Zellen B,, ;. Dann gilt:

(a) IstY kompakt, soist X XY mit der Produkttopologie ein Zellenkomplex

mit n-Gerist .

(X xY) = Xk x V)

k=0

und den charakteristischen Abbildungen
®n,(k7j7i) = (I)k’jX\I’n,kﬂ'I Dk,jXank,i — XkXYn,k - (XXY)n C XxY
firn € No, k€ {0,...,n}, j € Jp und i € I, .

(b)* Die Schlussfolgerung aus (a) gilt auch, wenn X und Y beide abzdhlbar
viele Zellen haben.

(c)* Die Kelleyfizierung k(X x Y') ist immer ein Zellenkomplez, mit den in
(a) angegebenen charakteristischen Abbildungen.
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Beweis. (a) Man sieht leicht, dass X x Y mit den Abbildungen ©,, ;) die
Bedingungen (a), (b) und (d) aus Satz 3.30 erfiillt, da diese fiir (X, (P, j)nen, je,)
und (Y, (¥, ) neny.icr, ) erfiillt sind. Wir haben noch Bedingung (c) nachzuweisen,
also, dass die Produkttopologie O auf X x Y final ist beziiglich der Familie
der Abbildungen ©,, (1 ;. Da Y kompakt ist und die Topologie auf X final
beziiglich den Abbildungen @, ;, ist nach Folgerung 1.122 O final beziiglich
den Abbildungen
@, xidy: Dpj xY - X XY

mit n € Ny und j € J,. Da D, ; kompakt ist und die Topologie auf Y
final beziiglich den W,,, ;, ist (wieder nach Folgerung 1.122) die Topologie auf
D, ; x Y final beztiglich der Familie der Abbildungen

ian,j X \I[m,i

fir m € Ny und ¢ € [,,. Wegen der Transitivitat finaler Topologien ist O
also final beziiglich den Kompositionen

(q)n,j X 1dY> o <1an] ><qlm,i) = <I>n,j X \Ilm,i = ®n+m,(n,j,i)a

was den Beweis beendet. O

Fiir die Allgemeinbildung erwédhnen wir noch:
Satz 3.40 Es sei (X, (P j)nenyjet,) €in Zellenkomplex. Dann gilt:
(a)* X ist ein k-Raum und ebenso X, fir jedes n € Ny.

(b)* X ist genau dann hemikompakt, wenn J, fir jedes n € Ny abzihlbar
15t.

(¢)* Fir n € Ny ist X,, genau dann hemikompakt, wenn Jy fir alle k €
, ..., abzahlbar ist.
0 bzdhlbar i
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Anhang zu Kapitel 3

Wir beweisen Teile (b) und (c) von Satz 3.36, Teile (b) und (c) von Satz 3.39
sowie Satz 3.40.

Beweis von Satz 3.36 (b) und (c). (b) Ist X lokal kompakt, so hat jeder
Punkt x € X eine kompakte Umgebung W in X. Nach Satz 3.20 (c) ist die
Menge F aller (n,j) mit e, ; N W # () endlich. Umgekehrt sei angenommen,
dass es fiir jedes x € X eine x-Umgebung W C X gibt, fiir welche die vorige
Menge F' endlich ist. Dann ist

we | e S |J ®nj(Dny =K,

(n,j)eF (n,j)eF

wobei K kompakt ist. Also ist K eine kompakte z-Umgebung. Nach Auf-
gabe 15 von Ubungsblatt 4 ist der Hausdorffraum X lokal kompakt.

(c) Es sei d eine die Topologie von X definierende Metrik. Wére X nicht
lokal kompakt, so wére X nach (b) nicht lokal endlich. Es gidbe somit einen
Punkt x € X derart, dass jede Umgebung von x unendlich viele der offenen
Zellen e,, ; trifft. Insbesondere trifft die offene Kugel B () von Radius 1/k
um z im metrischen Raum (X, d) unendlich viele offene Zellen. Wir kénnen
daher eine Folge

(nks Jir)

mit n; € Ny und j; € J,, finden derart, dass

Bui(r) N enyj, # 0

und (ng,jx) # (ne, je) fir alle k, ¢ € N mit ¢ < k. Wir wihlen (x, €
Bik(x) Nep, ;.- Dann gilt

lim z;, = x,
k—o0

also ist K := {xy: k € N} U {z} kompakt. nach Satz 3.20 (c) ist die Menge
aller (n,j) mit K Ne,; endlich. Per Konstruktion enthélt diese aber die
unendliche Menge aller (ny, jx) mit & € N, Widerspruch. [

Beweis von Satz 3.40. (a) Die Topologie auf X ist final beziiglich der
Familie aller @, ;: Dy ; — X mit k € Ny und j € Ji. Da jedes D;, ; kompakt
ist, ist X nach Lemma 1.129 (d) in k-Raum. Fiir jedes n € Ny gilt die gleiche
Schlussfolgerung fiir X,,, da dessen Topologie final ist beziiglich den ®;, ; wie
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zuvor mit k < n.

(b) Ist X hemikompakt (oder nur o-kompakt), so wéahlen wir eine Folge
(Km)men kompakter Teilmengen mit X = (J, oy K. Fiir jedes m € N ist
die Menge F,, aller (k,j) mit k € Ny und j € J, mit K,, Neg; # 0 endlich.

Dann gilt
X=Jr.clJy U e

meN meN (k,j)eFm,
und somit Gleichheit der Mengen. Es gibt somit nur abzahlbar viele Zellen.
Ist umgekehrt die Menge A aller (k,7) mit k& € Ny und j € Ji abzéhlbar,
so wihlen wir eine surjektive Abbildung N — A, ¢ +— (ky, j,) und definieren
kompakte Teilmengen von X via

Ko = U Dy e (Dke,je) .
=1
Jede kompakte Teilmenge K C X trifft wegen Satz 3.20 (c¢) nur endlich viele
der offenen Zellen e j; es gibt daher ein m € N mit K C K,,. Also ist
(Km)men eine k-Folge fir X.

(c) kann wie (b) bewiesen werden, wir haben nur {iberall X durch X,, zu
ersetzen und uberall ¥ < n anzunehmen. [

Beweis von Satz 3.39 (b) und (c). Unter den Voraussetzungen von (c)
verifiziert man die Bedingungen (b) und (d) aus Satz 3.30 fiir k(X x Y') mit
den O, () wie im Beweis von (a). Zum Nachweis der Bedingung (a) aus
dem zmerten Satz beachten wir, dass die Produkttopologie O auf X x Y
jede der Abbildungen

D j X Wnil(Dy % B \O(Dj X Br.i) (14)

zu einer topologischen Einbettung. Da k(X x Y') auf der kompakten Teil-
menge Py ;(Dy ;) X ¥, ;(By,;) von (X x Y, O) die gleich Topologie induziert
(siche Satz 1.145(d)), ist die Abbildung (14) auch eine topologische Ein-
bettung in k(X x Y'). Also ist Bedingung (a) erfiillt. Zum Nachweis der
Bedingung (c) aus Satz 3.30 beachten wir, dass jede kompakte Teilmenge K
von (X x Y,0) in K; x K, enthalten ist fiir kompakte Teilmengen K; C X
und Ky C Y (zum Beispiel die Projektionen von K auf die Faktoren des
Produkts). Nach Satz 3.20 (c)ist

Ky C | ®nj(Dry)

(k7])€Fl
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mit einer endlichen Menge F; von Paaren (k,j) mit & € Ny und j € J,;
entsprechend ist

Ky C U VU, i(Bni)

(n7i)eF2
mit einer endlichen Menge F5. Es ist also

K< |J U @i(Diy) x pi(Bag) = L,

(k,j)EF1 (n,i)EF>

wobei L in X x Y kompakt ist. Die Topologie auf k(X x Y') ist somit final
beziiglich den Inklusionsabbildungen L — X x Y. Die Topologie auf L
ist final beziiglich den Inklusionsabbildunge der endlich vielen kompakten
Mengen @y ;(Dy ;) X ¥, :(By,) fir (k,j) € Fi, (n,i) € Fy. Die surjektive
stetige Abbildung

q)k,j X \I/,-M‘Z Dkﬂ' X Bn,i — (I)ij(DkJ') X \Pn,z(Bn,z)

ist jeweils eine Quotientenabbildung, die Topologie rechts also beziiglich
dieser final. Wegen der Transitivitat finaler Topologien ist die Topologie
auf L somit final beziiglich den Abbildungen

(i x W) ["

fir (k,j) € Fy und (n,i) € Fy. Wegen der Transitivitit finaler Topologien
ist die Topologie auf k(X X Y') also final beziiglich den Abbildungen

Prj X VUi = Okpn (ki)

fir k,n € Ny, 7 € Jy und i € I,.

(b) Sind X und Y hemikompakt, so stimmt die Topologie auf k(X x Y') mit
der Produkttopologie iiberein, denn letztere macht X x Y nach Satz 1.142
zu einem k-Raum. Somit ist (b) ein Spezialfall von (c).
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4 Die geschlossenen Flachen

In diesem Kapitel stellen wir zwei Konstruktionen von geschlossenen Flachen
vor.?* In Anhang B werden wir sehen, dass diese alle voneinander ver-
schieden, also paarweise nicht zueinander homoomorph sind. Die Klassifika-
tion der geschlossenen Fléchen (fiir die wir auf die Literatur verweisen) zeigt,
dass wir mit unseren Konstruktionen bereits alle geschlossenen Flachen er-
fasst haben, also jede solche zu einem der konstruierten Beispiele homéomorph
ist.

Zusammenhangende Mannigfaltigkeiten und geschlossene
Flachen

In einer n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit hat jeder Punkt eine
Umgebung, die zu einer Kugel in R™ homoéomorph und somit wegzusam-
menhangend ist. Also ist M lokal wegzusammenhangend im Sinne von Defini-
tion 1.103. Die Wegkomponenten von M sind somit offen und abgeschlossen;
folglich ist M genau dann wegzusammenhéngend, wenn M zusammenhangend
ist (sieche Lemma 1.99 und Satz 1.104).

Definition 4.1 Kompakte, zusammenhéngende 2-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeiten (ohne Rand) nennt man auch geschlossene Fldchen.

Beispiel 4.2 Die Sphére S und der Torus aus Aufgabe 6 von Blatt 2 (den
wir in 2.40 auch als Quotient des Einheitsquadrats realisiert haben) sind
geschlossene Flachen. Ebenso die Kleinsche Flasche (als Doppel des Mébius-
bands). Auch die projektive Ebene RP, ist eine 2-dimensionale topologi-
sche Mannigfaltigkeit (siehe Aufgabe 22 auf Aufgabenblatt 6) und somit
eine geschlossene Flache, da sie als stetiges Bild der Sphare S, wegzusam-
menhangend und kompakt ist.

Definition 4.3 Eine geschlossene Flache M wird nicht orientierbar genannt,
wenn sie eine (mit der induzierten Topologie) zum Mé&biusband aus 2.42
homéomorphe Teilmenge enthalt. Ist dies nicht der Fall, wird M orientier-
bar genannt.

Wir konstruieren nun systematisch Beispiele geschlossener Flachen.

2Dieses Kapitel profitierte insbesondere von Schuberts Buch (siehe Literaturverzeich-
nis), wo Sie auch hilfreiche Zeichnungen finden koénnen.
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Die orientierbaren Flachen M, vom Geschlecht g

Fir g € Ny konstruieren wir nun eine geschlossene Flache M,. Man kann
zeigen, dass diese orientierbar ist (siche Bemerkung 4.9).

4.4 Es sei My := Sy die 2-Sphéare. Nach Beispiel 3.10 konnen wir diese als
einen Zellenkomplex mit einer 0-Zelle und einer 2-Zelle auffassen (der auch
das “Eineck” genannt wird).

4.5 Fiir g € N betrachten wir ein (ausgefiilltes) regelméBiges 4g-Eck D in
der Ebene mit Schwerpunkt 0. Dieses ist eine kompakte konvexe Menge mit
dem Ursprung 0 im Inneren, also homéomorph zur Kreisscheibe Dy; der Rand
0D als Teilmenge von R? entspricht dabei S;. Wir beziffern die Kanten des
Polygons D im Gegenuhrzeigersinn mit

ay, by, a;t, byt ag, by, ayt byt , g, by, a;l, b;l .
Wir fithren eine Aquivalenzrelation ~ ein, welche fiir j € {1,...,g} die
Punkte der Strecke a;, im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen, mit denen von
aj_l identifiziert, wobei letztere im Uhrzeigersinn durchlaufen wird. Ebenso
fir die Strecken, die mit b; bzw. b;l markiert sind. Wir setzen

My = D/~

und versehen M, mit der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Ab-
bildung D — M.

Bemerkung 4.6 Der Fall g = 1: Es ist M; also genau der 2-dimensionale
Torus aus 2.40.

Im Folgenden sei g > 2. Wir stellen einige Beobachtungen an, um M, besser
zu verstehen.

4.7 Es sei P; der Anfangspunkt der Strecke mit Markierung a;, wenn diese
im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen wird. Die mit aj_l bezeichnete Strecke
endet in einem zu P; aquivalenten Punkt und dies ist der Anfangspunkt der
Strecke bj_l, also aquivalent zum Endpunkt von b;. Dieser ist aquivalent zum
Anfangspunkt von a;l, der zum Endpunkt der Strecke a; aquivalent ist, also
dem Anfangspunkt der Strecke b;. Dieser ist aquivalent zum Endpunkt der
mit bj_1 bezeichneten Strecke, also Pj4; (bzw. P, wenn j = g). Alle 4g Ecken
von D sind also zueinander aquivalent.
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Wir zeigen nun, dass M, ein 2-dimensionaler Zellenkomplex ist mit einer 0-
Zelle, 2g Stiick 1-Zellen und einer 2-Zelle. Insbesondere ist M, Hausdorffsch.
Wir erlautern auch, warum M, eine Mannigfaltigkeit ist.

4.8 Es sei Xy := ep1 = {20} ein einpunktiger topologischer Raum. Es seien
weiter 1-Zellen ay,bq,...,a4,b, gegeben; wir heften diese an X, an, jeweils
mit der konstanten Anheftabbildung von da; bzw. 0b; nach {z,}. Wir bauen
diese zu einer Abbildung ¢;: [[]_,(da; U0db;) — {xp} zusammen und bilden

g

Xl = XO U¢1 H((Ij LJ bj) .

j=1

Es bilde ¢9: 0D — X; die Punkte der mit a; markierten Kante von D auf
die 1-Zelle a; ab, gefolgt von den kanonischen Abbildungen

g
a; — Xo U¢1 H(CLJ' L b]) — X1 .

Jj=1

Die Punkte der mit a; ' markierten Kante bilde man gegenliufig auf a; ab,
gefolgt von letzteren Abbildungen. Analog verfihrt man mit b; an Stelle

von a;. Wir setzen
X2 = X1 U¢2 D.

Nach Satz 3.20 (a) ist Xy Hausdorffsch; zudem ist X, kompakt. Nach Auf-
gabe 20 auf Ubungsblatt 6 ist die kanonische Abbildung

p:D—>X2

eine Quotientenabbildung. Per Konstruktion gilt fiir z,y € 0D genau dann
p(z) = p(y), wenn z ~ y. Es ist also

D/~ homéomorph zu X,

und insbesondere D/ ~ Hausdorffsch. Wir diirfen nun also M, mit X,
identifizieren und betrachten dann p als die kanonische Quotientenabbil-
dung. Nach Satz 2.29 (a) (vgl. auch Satz 3.20(d)) ist p(D \ 0D) offen in
Xy = M, und p|p\gp eine topologische Einbettung. Also ist p(D \ 0D)
eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. In der Vorlesung wird
erlautert, dass D/ ~ eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist
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und somit eine geschlossene Flache, weil ja D zusammenhangend und kom-
pakt ist und somit auch D/~. Es wird auch illustriert, wie sich eine zu M,
homoomorphe Teilmenge des R? finden lidsst. In Worten erklart:

(a) Fiir j € {1,...,g} betrachten wir das ausgefiillte Fiinfeck Fj, dessen
Kanten die Verbindungsstrecke S; von P; und Pjyq (bzw. P;, wenn j = g) ist
und die durch a;, b;, aj_l sowie bj_1 markierten Kanten. Da F}; kompakt ist,
ist p|p, : Fj — p(Fj) € M, eine Quotientenabbildung, das Bild also zu F}/~
homéomorph. Man iiberlegt sich anschaulich (und auf Wunsch rechnerisch),
dass dieser Quotient homoomorph zum Torus aus 2.40 ist, aus dem wir eine
den Punkt p(P;) beriihrende offene Kreisscheibe entfernt haben.

(b) Nehmen wir aus F} die Strecke S; heraus und alle Ecken, erhalten wir eine
offene p-saturierte Teilmenge von D, deren Bild in M, offen ist und zudem
einer offenen Teilmenge des Torus aus (a) entspricht, also eine 2-dimensionale
topologische Mannigfaltigkeit ist.

(c) Wir betrachten nun das ausgefiillte g-Eck E mit den Ecken Py, ..., P,
also deren konvexe Hiille. Alle Ecken werden von p auf den gleichen Punkt
abgebildet. Im Falle g = 3 oder g = 4 (die Félle g > 4 sind analog) stellen wir
uns also vor, alle Ecken eines Dreiecktuchs oder quadratischen Kiichentuchs
in die Hand zu nehmen (wo sie einen einzigen Punkt P bilden) und das
Tuch unten durchhédngen zu lassen; es entsteht eine 2-Sphéire ~ S,, aus
der ¢ Stiick zu offenen Kreisscheiben (oder offenen Dreiecken) homdomorphe

Mengen entfernt wurden, die an die Stelle P angrenzen.

(d) Im Falle g > 3 wird die Familie der Mengen F;/~ aus (a), fir j €
{1,..., ¢}, nun langs der Kreislinie der ausgestanzten Kreisscheibe angeheftet
an E/~, wobei die Anheftabbildung die Kreislinie jeweils homéomorph auf
eine der g Stiick Kreislinien um die kreisférmigen Locher aus (c) abbildet.
Um die Stelle P herum findet man eine zu einer Kreisscheibe homéomorphe
Menge, so dass (da dies fiir alle anderen Punkte schon erreicht war) M, eine
zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Im Falle g = 2 wird der
gelochte Torus Fy/ ~ langs der Kreislinie des Lochs an den gelochten Torus
F}/ ~ angeheftet, wobei die Anheftabbildung die Kreislinie homéomorph auf
die Kreislinie um das Loch im gelochten Torus Fj/~ abbildet.

Durch Triangulieren kann man Argumente wie die vorigen mathematisch
prazisieren.
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Bemerkung 4.9 Man kann zeigen, dass fiir alle ¢ € Ny die Flache M,
orientierbar ist. Dies ist jedoch nicht trivial; als nicht priifungsrelevante
Fufinote geben wir eine Begriindung mit Methoden der algebraischen Topolo-
gie, Differentialgeometrie und der Theorie von niedrig-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten.?® In der Argumentation sind tiefere hier unbewiesene Sachver-
halte durch “(!)” gekennzeichnet.

Konstruktion nicht-orientierbarer Flachen

Fiir jedes g € N lasst sich eine nicht-orientierbare geschlossene Flache N,
konstruieren, wie folgt.

4.10 Da Dy; ~ Dy in 3.14 mit n := 2, ist die projektive Ebene RP,
homoomorph zu

N, = Dy/~

mit (x1,11) =~ (22,y2) genau dann, wenn (x1,y2) = (za,y2) gilt oder
(x1,11), (T2, y2) € Sy und (z2,y2) = —(z1,y1). Die Punkte auf der rechten
Halbkreislinie werden also mit je einem Punkt des linken Halbkreises identi-
fiziert, wobei man beide Halbkreise im Gegenuhrzeigersinn durchlauft.

4.11 Fiir g € N mit g > 2 betrachten wir ein (ausgefiilltes) regelméBiges 2¢-
Eck D in der Ebene mit Schwerpunkt 0. Dieses ist eine kompakte konvexe
Menge mit dem Ursprung 0 im Inneren, also homoomorph zur Kreisscheibe

25 Angenommen, M, wiirde eine zum Mdbiusband homéomorphe Teilmenge M enthal-
ten. Sei 9M der Rand von M im Sinne von Mannigfaltigkeiten mit Rand. Dann ist M \OM
offen in M und wegen Gebietsinvarianz (!) M \ OM eine offene Teilmenge von M,. Da
aufgrund der Visualisierung als Teilmenge von R? sich M, als Rand eines Kompaktums
K mit glattem Rand auffassen ldsst (z.B. My als Rand Sy von D3 und M; als Rand eines
ausgefiillten Donuts), ldsst sich M, zu einer C°°-Mannigfaltigkeit machen und es gébe
(entsprechend dem &ufleren Normalenfeld auf 0K) eine nirgends verschwindene 2-Form
(Volumenform) auf M. Es wére also My im Sinne differenzierbarer Mannigfaltigkeiten
orientierbar. Dann gébe es auch auf der offenen Teilmenge M \ M ecine Volumenform
und somit auf N \ ON, wobei N das Mébiusband in R3 ist und ON sein Rand fiir N
als Mannigfaltigkeit mit Rand. Auf einer 2-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit
sind ndmlich alle differenzierbaren Mannigfaltigkeitsstrukturen diffeomorph (!), also wére
N\ ON als Untermannigfaltigkeit von R? diffeomorph zu M \ M als offene glatte Unter-
mannigfaltigkeit von M. Somit géibe es auf der Untermannigfaltigkeit N\ 9N von R? ein
nirgends verschwindendes Normalenfeld. Mit Methoden der Analysis 2 oder 3 kann man
zeigen (und zeigt dort oft als I"Jbung), dass letzteres nicht moglich ist, Widerspruch!
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D,; der Rand 0D als Teilmenge von R? entspricht dabei S;. Wir beziffern
die Kanten des Polygons D im Gegenuhrzeigersinn mit

ay, a1, 02,02, . ..,0q,0g .

Wir fithren eine Aquivalenzrelation ~ ein, die fiir j € {1,...,¢g} die Punkte
der zwei mit a; gekennzeichneten Strecken a; jeweils im Gegenuhrzeigersinn
miteinander identifiziert. Wir setzen

N, == D/~

und versehen N, mit der Quotiententopologie beziiglich der kanonischen Ab-
bildung D — N,.

4.12 Der Endpunkt der ersten mit a; bezeichneten Strecke ist gleich dem
Anfangspunkt der folgenden, der zum Anfangspunkt der vorigen Strecke
aquivalent ist. Er ist zudem zum Endpunkt der zweiten mit a; bezeichneten
Strecke dquivalent. Alle Ecken von D sind also zueinander aquivalent.

Wir zeigen nun, dass N, ein 2-dimensionaler Zellenkomplex ist mit einer 0-
Zelle, g Stiick 1-Zellen und einer 2-Zelle. Insbesondere ist N, Hausdorffsch.
Wir erlautern auch, warum N, eine Mannigfaltigkeit ist.

4.13 Essei X := eg1 = {xo} ein einpunktiger topologischer Raum. Es seien
weiter 1-Zellen aq, ..., a, gegeben; wir heften diese an X, an, jeweils mit der
konstanten Anheftabbildung von da; nach {x¢}. Wir bauen diese zu einer
Abbildung ¢:: [[j_, a; — {zo} zusammen und bilden

9
X1 = XO U¢>1 H(Zj.

j=1

Es bilde ¢o: 0D — X; die Punkte der mit a; markierten Kanten von D auf
die 1-Zelle a; ab, gefolgt von den kanonischen Abbildungen

g
a; — X0U¢1 Haj — X;.
j=1
Wir setzen

X2 = Xl U¢2 D.
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Nach Satz 3.20 (a) ist Xy Hausdorffsch; zudem ist X, kompakt. Nach Auf-
gabe 20 auf Ubungsblatt 6 ist die kanonische Abbildung

pID—>X2

eine Quotientenabbildung. Per Konstruktion gilt fiir z,y € 0D genau dann
p(z) = p(y), wenn z ~ y. Es ist also

D/~ homdomorph zu X,

und insbesondere D/ ~ Hausdorffsch. Wir diirfen nun also Ny, mit X,
identifizieren und betrachten dann p als die kanonische Quotientenabbil-
dung. Nach Satz 2.29 (a) (vgl. auch Satz 3.20(d)) ist p(D \ 0D) offen in
Xy = Ny und p|p\gp eine topologische Einbettung. Also ist p(D\ dD) eine 2-
dimensionale topologische Mannigfaltigkeit. In der Vorlesung wird erlautert,
dass D/ ~ eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist und somit
eine geschlossene Flache, weil ja D zusammenhangend und kompakt ist und
somit auch D/~. In Worten erklart:

(a) Fir j € {1,..., g} sei P; der Anfangspunkt der im Gegenuhrzeigersinn
ersten Kante, die mit a; bezeichnet ist. Wir betrachten das ausgefiillte
Dreieck Fj, dessen Kanten die Verbindungsstrecke S; von P; und Pjyy (bzw.
Py, wenn j = g) sind sowie die zwei durch a; markierten Kanten. Da F;
kompakt ist, ist p|r;: F; — p(F;) € Ny eine Quotientenabbildung, das Bild
also zu F}j/ ~ homéomorph. Man iiberlegt sich anschaulich (und auf Wunsch
rechnerisch), dass dieser Quotient homéomorph zur projektiven Ebene ist, in
welcher man eine den Punkt p(P;) berithrende offene Kreisscheibe entfernt
hat.

(b) Nehmen wir aus F} die Strecke S; heraus und alle Ecken, erhalten wir
eine offene p-saturierte Teilmenge von D, deren Bild in Ny offen ist und zu-
dem einer offenen Teilmenge der projektiven Ebene aus (a) entspricht, also
eine 2-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist.

(c) Wir betrachten nun das ausgefiillte g-Eck E mit den Ecken Py,..., P,
also deren konvexe Hiille. Alle Ecken werden von p auf den gleichen Punkt
abgebildet. Im Falle g > 3 ist wie oben E/~ eine 2-Sphére ~ S5, aus der
g zu offenen Kreisscheiben (oder offenen Dreiecken) homéomorphe Mengen
entfernt wurden, die an die Stelle P angrenzen.

(d) Im Falle ¢ > 3 wird die Familie der Mengen F;/~ aus (a), fir j €
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{1,..., g}, nun langs der Kreislinie der ausgestanzten Kreisscheibe angeheftet
an E/~, wobei die Anheftabbildung die Kreislinie jeweils homéomorph auf
eine der g Stiick Kreislinien um die kreisférmigen Locher aus (c) abbildet.
Um die Stelle P herum findet man eine zu einer Kreisscheibe homéomorphe
Menge, so dass (da dies fiir alle anderen Punkte schon erreicht war) N, eine
zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist. Im Falle ¢ = 2 wird die
gelochte projektive Ebene I,/ ~ lidngs der Kreislinie des Lochs an die ge-
lochte projektive Ebene Fj/ ~ angeheftet, wobei die Anheftabbildung die
Kreislinie homéomorph auf die Kreislinie um das Loch in der gelochten pro-
jetiven Ebene Fj/~ abbildet.

(e) Sei j € {1,...,g} fest (dieser Beweisteil greift auch im Fall ¢ = 1 der
projektiven Ebene, wenn man diese wie in Bemerkung 4.15 als Quotient des
Einheitsquadrats [0,1]? realisiert). In den zwei mit a; bezeichneten Kan-
ten, ohne ihren Rand, wahlen wir jeweils eine gleich lange, aus mehr als
einem Punkt bestehende Strecke I1 bzw. I5, deren Mittelpunkt mit dem Mit-
telpunkt der jeweiligen Kante zusammenfallt. Die konvexe Hiille C' von I; U1,
in P ist dann ein konvexes Viereck und kompakt. Es ist C'/ ~ homomorph
zum Mobiusband und dies ist eine Teilmenge von P/ ~. Also ist N, nicht
orientierbar.

Beispiel 4.14 Die Kleinsche Flasche ist zur nicht-orientierbaren Flédche Ny
homdomorph (Ubung).

Bemerkung 4.15 Ubrigens lisst sich die projektive Ebene auch als Quo-
tient des Einheitsquadrats [0, 1] x [0, 1] beschreiben, wie folgt.

Fiir (21,y1) und (xq,y2) in [0,1]* schreiben wir (z1,y1) ~ (z2,v2), wenn

(xla yl) = ($2, y2) oder {$1, I2} = {Oa 1} und yp = 1—y; oder {ylu y2} = {O, 1}
und x5, = 1 — ;. Wir betrachten

P:=[0,1?*/~

mit der Quotiententopologie beziiglich ¢: [0,1]*> = P, (x,y) — [(z,y)]. Nun
sind die Abbildungen

0,17 = [~1/2,1/2)%, 2+ z—(1/2,1/2)

und
[—1/2,1/2) = Dy, tw

w
[wll2
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fir w € 9[—1/2,1/2]* und t € [0, 1] Homéomorphismen, die den jeweiligen
Rand als Teilmenge von R? aufeinander abbilden. Ihre Verkettung liefert
einen Homoomorphismus

6:[0,1)* — Dy,

der den Rand des Einheitsquadrats als Teilmenge von R? auf denjenigen der
Einheitskreisscheibe Dy abbildet. Fiir z,w € [0, a]? schreiben wir §(z) & 6(w)
genau dann, wenn z ~ w. Fir v,w € dD = S; gilt dann

VW 4 V=—w.

Mit der Quotiententopologie ist also Ds/ &~ gleich N; aus 4.10 und somit
[0,1]2/ ~ zu N; und somit zu RP, homéomorph.

Klassifikation der geschlossenen Flachen

In Anhang B werden wir sehen, dass all die konstruierten Flachen voneinan-
der verschieden sind (siche Bemerkung B.32):

Satz 4.16 (a) Sind g,h € Ny mit M, ~ M, so ist g = h.
(b) Sind g,h € N mit Ny ~ Ny, so ist g = h.
(c) Fiir alle g € Ng und h € N sind My und Ny, nicht homdéomorph.

Die Klassifikation der geschlossenen Flachen besagt, dass jede geschlossene
Flache M homdomorph ist zu M, fiir ein g € Ny oder zu Ny fiir ein g € N.
Nur einer der Falle kann eintreten und g ist dann eindeutig, nach Satz 4.16.
Wir erwdahnen die Klassifikation nur fiir die Allgemeinbildung, ein Beweis
wiirde uns zu lange beschéftigen. In Wikipedia finden Sie (wenn gewtinscht)
eine sehr brauchbare, lingere Liste von Lehrbuchliteratur mit verschiedenen
Beweisen.
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5 Homotopien und Fundamentalgruppen

Wir kommen nun zu einer zentralen Idee der algebraischen Topologie, dem
stetigen Umformen einer Abbildung in eine andere.

Definition 5.1 Esseien X und Y topologische Raume und f: X — Y sowie
g: X — Y stetige Abbildungen. Eine stetige Abbildung

F:0,1]xX Y

wird Homotopie von f nach g genannt, wenn F'(0,z) = f(z) und F(1,2) =
g(x) fur alle z € X, also

F<07):f und F(L):g
Gilt fir eine Teilmenge A C X zudem
F(t,a) = f(a) fir alle ¢t € [0,1] und a € A,

so wird F' eine Homotopie relativ A genannt. Existiert eine Homotopie von f
nach g, so werden f und g homotop genannt. Man nennt f und g homotop
relativ A, wenn eine Homotopie relativ A von f nach g existiert.

In diesem Kapitel studieren wir verschiedenen Aspekte und Anwendungen
von Homotopien. Insbesondere benutzen wir Homotopien als ein Hilfsmittel,
um jedem punktierten topologischen Raum (X, xy) eine Gruppe

(X, 20)
zuzuordnen, seine sogenannte Fundamentalgruppe. Jedem Morphismus

f (X, 20) = (Y,9)

punktierter topologischer Rdume (also einer stetigen Abbildung f: X — Y
mit f(zg) = yo) werden wir zudem einen Gruppenhomomorphismus

m(f): m (X, z0) = m (Y, yo)

zuordnen (der meist einfach als f, bezeichnet wird). Es ist dann m; eine
kovarianter Funktor von der Kategorie Top, der punktierten topologischen
Raume in die Kategorie Grp der Gruppen, was oft von Nutzen ist.?® Die
Begriffe sind wie folgt.

26Spiter werden wir eine ganze Folge von Funktoren 7, definieren fiir k& € Ny, wobei
k(X xo) die kte Homotopiegruppe von (X, z() genannt wird.
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Kategorien und Funktoren
5.2 Wir sprechen von einer Kategorie A, wenn folgende Daten gegeben sind:

e Eine Klasse ob(.A) von Mengen (wobei wir die X € ob(A) die Objekte
von A nennen);

e Fir alle X,Y € ob(A) eine Menge Hom(X,Y") (deren Elemente f wir
Morphismen von X nach Y nennen und wie bei Abbildungen auch die
Notation f: X — Y benutzen);

o Weiter sei fiir alle X,Y, Z € ob(.A) eine Abbildung
Hom(Y, Z) x Hom(X,Y) — Hom(X, Z), (f,9)— fog
gegeben, so dass folgende Axiome erfillt sind:

(i) Fir alle X € ob(A) existiert ein Morphismus idx € Hom(X,Y)
derart, dass

idyof = f firalleY € ob(A) und f € Hom(Y, X),  (15)
und
goidx =g fiiralleY € ob(A) und g € Hom(X,Y).  (16)
(ii) Fir alle A, B,C, D € ob(A) gilt

(feg)oh=fo(goh)
fir alle h € Hom(A, B), g € Hom(B,C) und f € Hom(C, D).
Bemerkung 5.3 (a) Man schreibt auch Hom 4(X, Y') statt Hom(X,Y'), wenn
verschiedene Kategorien unterschieden werden miissen.

(b) Ublicherweise verlangt man zusitzlich, dass die Mengen Hom(X,Y') fiir
verschiedene Paare (X,Y") disjunkt sind. Man kann dies immer erzwingen,
indem man Hom(X,Y") durch {(X,Y)} x Hom(X,Y") ersetzt.

(c) Fiir alle X € ob(A) ist das Element idx durch die Bedingungen (15)
und (16) eindeutig festgelegt (Ubung).

(d) Ist A eine Kategorie, so wird ein Morphismus f: X — Y ein Isomor-
phismus genannt, wenn ein Morphismus g: Y — X existiert mit go f = idx
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und f o g = idy. Dann ist g eindeutig festgelegt (Ubung) und man schreibt
=y

(e) Ist f: X — Y ein Morphismus, so wird ein Morphismus g: Y — X eine
Rechtsinverse zu f genannt, wenn f o g = idy. Ein Morphismus h: X — Y
mit ho f = idx wird Linksinverse zu f genannt. Ein Morphismus f ist genau
dann ein Isomorphismus, wenn er eine Rechtsinverse g und einer Linksin-
verse h besitzt; in diesem Fall ist g = h = f~! (Ubung).

Beispiel 5.4 Die Kategorie Set der Mengen benutzt die Klasse aller Mengen
als ob(Set). Gegeben Mengen X und Y ist Hom(X,Y) := Y die Menge
aller Abbildungen f von X nach Y. Gegeben Abbildungen g: X — Y und
f:Y — Z definiert man fog: X — Z als die iibliche Komposition von
Abbildungen, = — f(g(z)).

Beispiel 5.5 Es sei Top die Kategorie der topologischen Réume; ihre Ob-
jekte sind die topologischen Raume und es ist Hom(X,Y) := C(X,Y) die
Menge aller stetigen Abbildungen f: X — Y fiir topologische Raume X

und Y. Komposition von Morphismen ist Komposition der zu Grunde liegen-
den Abbildungen.

Beispiel 5.6 Es sei Top, die Kategorie der punktierten topologischen Raume;
ihre Objekte sind punktierte topologische Rédume (X, z(). Ein Morphismus
f(X,z0) = (Y,y0) ist eine stetige Abbildung f: X — Y mit f(xq) = yo.
Komposition von Morphismen ist Komposition der zu Grunde liegenden Ab-
bildungen.

Beispiel 5.7 Es sei Grp die Kategorie der Gruppen. Thre Objekte sind
Gruppen; Morphismen f: G — H sind Gruppenhomomorphismen. Kompo-
sition von Morphismen ist Komposition der zu Grunde liegenden Abbildun-
gen.

Definition 5.8 Es seien A und B Kategorien. Ein Funktor von A nach B
ist eine Abbildung (funktionale Klasse)

F: ob(A) — ob B,
zusammen mit Abbildungen
Fxy: Hom(X,Y) — Homp(F(X), F(Y))
fiir alle X, Y € ob(A) (fiir die man auch einfach F' schreibt), so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:
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(ii) Fir alle X,Y, Z € ob(A) gilt
F(fog) = F(f)oF(g) fiiralle f € Homu(Y,Z) und g € Hom4(X,Y).

Bemerkung 5.9 Die hier betrachteten Funktoren werden auch kovariante
Funktoren genannt.

Beispiel 5.10 Betrachten wir eine Gruppe als ein Paar (G, pu) aus einer
nicht-leeren Menge G und der Gruppenmultiplikation pu: G x G — G, so
konnen wir einen Funktor

Grp — Set

erhalten, in dem wir (G, pu) auf die zu Grunde liegende Menge G abbilden
und einen Gruppen-Homomorphismus f: (G, u) — (H,v) auf die Abbildung
f:G— H.

Beispiel 5.11 Analog erhalten wir einen Funktor Top — Set, indem wir
einen topologischen Raum (X, O) auf die zugrunde liegende Menge X ab-
bilden und stetige Funktionen f: (X, O) — (Y, T) auf die Abbildung

f: X =Y

Vergessen des Basispunkts z( liefert einen Funktor Top, — Top, der auf
Objekten durch (X, zg) — X gegeben ist.

Funktoren dieser Art werden Vergiss-Funktoren genannt; sie vergessen einen
Teil der gegebenen Struktur.

Beim Verkniipfen von Morphismen kénnen die Klammern weggelassen wer-
den, es gilt ein allgemeines Assoziativgesetz in der folgenden Form. Wir
iiberspringen es in der Vorlesung und benutzen nur Spezialfille mit wenigen
Faktoren.

5.12 Es sei A eine Kategorie. Gegeben Objekte Xy, ..., X,, mit n € N und
Morphismen f;: X; — X;_4 fiir j € {1,...,n} definieren wir

flo"'ofn

als f1, wenn n = 1 und rekursiv als
(flo"'ofn—l)ofn7
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wenn n > 2. Wir nennen p: X,, — Xy ein Produkt von fi,..., f,, wenn
n=1und p = f; oder n > 2 und

P=D1°p2

mit einem k € {1,...,n — 1}, einem Produkt p; von fi,..., fr und einem
Produkt py von fri1,..., fn-

Satz 5.13 Fur jedes Produkt p von fi,..., f, gilt p= fio---0 f,.

Beweis. Fir n = 1 und n = 2 gibt es nur ein Produkt; fiir n = 3 ist
die Aussage das Assoziativgesetz. Sei nun n > 4 und p ein Produkt von
der Form p = p; o p, wie oben, mit einem Produkt p; von fi,..., fi fir
ein k € {1,...,n — 1}. Gelte die Aussage fiir Produkte von < n Faktoren.
Per Induktionsannahme ist p; = fi0---0 fx. Ist Kk = n — 1, so ist also wie
gewtinscht p = (fio---of,_1)of,. Ist k < n—2, soist per Induktionsannahme
pe=frr10--0 fn=(fxy1 0 -0 fu_1) o fn und somit unter Benutzung des
Assoziativgesetzes und der Induktionsannahme p; o py gleich

pro((fipr0---0fnr)ofn) = (pro(ferro---ofur)ofu = (fro- -0 fu1)ofn,

wie benotigt. a

Fiir die Zwecke der Vorlesung benotigen wir keine weitergehende Kategorien-
theorie, sondern lediglich die Grundbegriffe Kategorie und Funktor.

Homotopien und Homotopieklassen

Wir gehen nun weiter auf die bereits definierten Homotopien (die man auch
als Homotopien relativ () betrachten kann) sowie Homotopien relativ A ein.

Bemerkung 5.14 (a) Ist £': [0,1] x X — Y eine Homotopie von f: X — Y
nach g: X — Y so erhalten wir fiir jedes ¢ € [0, 1] eine stetige Abbildung

F,=F(t,): X—=Y, z— F(tx).

Die Homotopie liefert also eine Familie (F}).cjo,1) von stetigen Abbildungen
F,: X — Y derart, dass Fy = f und F; = g.

(b) In der vorigen Situation ist die Homotopie F' genau dann eine Homotopie
relativ A, wenn
Fila= fla=gla firallete]l0,1].
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(¢) In der Literatur werden Homotopien meist als Abbildungen X x[0,1] — Y
betrachtet mit dem Parameter als zweitem Argument.

Ein wichtiger Spezialfall ist wie folgt.

Definition 5.15 Es seien X ein topologischer Raum und ~v: [0,1] — X
sowie 1: [0,1] — X Wege. Homotopien F': [0,1] x [0,1] — X relativ {0,1}
von v nach 1 werden auch Homotopien von Wegen genannt.

Eine Homotopie F' von v nach 7 ist genau dann eine Homotopie von Wegen,
wenn

F;(0) =~(0) =n(0) fir alle t € [0, 1]
und

F,(1) =~(1) =n(1) fir alle t € [0,1].

Alle Wege F; miissen also den gleichen Anfangspunkt haben und alle Wege
F; den gleichen Endpunkt.

Beispiel 5.16 (Konvexkombinationen im Wertebereich). Es sei X eine kon-
vexe Teilmenge in R™ (oder in einem reellen topologischen Vektorraum). Sind
v:10,1] = X und n: [0,1] - X Wege in X, so ist

F:[0,1] x[0,1] = X, (t,8) — (1 —1t)v(s) +tn(s)

eine Homotopie von 7 nach 7, denn F' ist stetig und offenbar ist (0, s) = y(s)
und F(1,s) = n(s) fir alle s € [0, 1].

Beispiel 5.17 Ist v(0) = n(0) und (1) = n(1) in Beispiel 5.16, so ist F' eine
Homotopie relativ {0, 1} von « nach 7, da fiir alle ¢ € [0, 1]

F(t,0) = (1 = #)7(0) + £ 0(0) = (1 — ) + )7(0) = ~(0)
v

und analog F(t,1) = ~v(1).

Beispiel 5.18 Es sei X eine sternférmige Menge in R™ (oder einem reellen

topologischen Vektorraum); es gibt also ein xy € X derart, dass fir alle
reX
(1—t)x+txg € X firallete[0,1].
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Sei nun 7y: [0,1] — X eine Schleife an der Stelle xg, also ein Weg mit v(0) =
(1) = xo. Dann ist

F:[0,1] x[0,1] = X, (¢,8) = (1 —1t)y(s) + txo

eine Homotopie von v zum konstanten Weg c,,. Wie in Beispiel 5.17 sieht
man, dass diese eine Homotopie relativ {0, 1} ist.

Beispiel 5.19 (Umparametrisieren von Wegen). Es sei X ein topologischer
Raum, v: [0,1] — X ein Weg und ¢: [0,1] — [0, 1] eine stetige Funktion.
Dann ist

F:[0,1] x [0,1] = X, F(t,s) :=v((1 —t)s + tp(s))

eine stetige Abbildung mit F (O s)
Homotopie von v nach o ¢. Ist ¢(0
Homotopie relative {0,1}. Fir alle t €

F(t,0) = ~(t0 + (1 = £)$(0)) = 7(0)

und wegen ¢(1) =1 ist F'(1,0) = ~(t + (1 —t)p(1)) = v(1).

v(s) und F(1,s) = v(¢(s)), als eine
) = 0 und ¢(1) = 1, so ist F eine
0, 1] ist wegen ¢(0) = 0 namlich

Definition 5.20 Es seien X und Y topologische Raume und f: X — Y
sowie g: X — Y stetige Abbildung. Existiert eine Homotopie F' von f
nach g, so schreibt man

f~g.
Ist A C X eine Teilmenge und existiert eine Homotopie relativ A von f
nach g, so schreibt man

f~g (rel. A).

Satz 5.21 Fiir alle topologischen Riaume X und Y ist ~ auf C(X,Y) eine
Aquivalenzrelation. Fiir jede Teilmenge A C X st zudem =~ (rel. A) eine
Aquivalenzrelation auf C(X,Y).

Beweis. Es seien f,g,h € C(X,Y). Reflexivitit. Es ist
F:[0,1]x X =Y, F(tx):= f(z)

eine Homotopie von f nach f mit F(¢,-) = f und somit F(t,-)[4 = f|a fiir
alle t € [0, 1], also eine Homotopie relativ A.
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Symmetrie. Ist F': [0,1] x X — Y eine Homotopie relativ A von f nach g so
ist

F7:0,1]x X =Y, F (t,z):=F(1—tx)
eine Homotopie relative A von g nach f.

Transitivitdt. Ist F: [0,1] x X — Y eine Homotopie von f nach g und
G:[0,1] x X — Y eine Homotopie relativ A von g nach h, so ist

] x XJ;

>
1] x X

H:[0,1]] x X =Y, (t,x)»—>{GF(2t7x) wenn (¢, 1) € [(1_)

(2t — 1,x2) wenn (t,z) € [5,

wohldefiniert (da F'(1,z) = g(z) = G(0,z)). Nach dem Klebelemma ist H
stetig und somit eine Homotopie von H( = F(0,- = f nach H(1,- =
G(1,:) = h. Fir a € A und gilt H(t,a) = F(2t,a) = f(a) = g(a) falls
t€[0,4]. Istt € [,1], soist H(t,a) = G(2t — 1,a) = g(a) = h(a). Also
ist H eine Homotopie relativ A. O

~—

Definition 5.22 Wir schreiben [f] 4 fiir die Aquivalenzklasse von f € C'(X,Y)
beziiglich der Aquivalenzrelation ~ (rel. A) oder kurz [f], wenn A aus dem
Zusammenhang klar ist. Man nennt [f] die Homotopieklasse von f (rel. A).

Fundamentalgruppe und Fundamentalgruppoid
Definition 5.23 Ist X ein topologischer Raum, so schreiben wir

m(X) = C([0,1], X)/ ~ rel. {0,1}

fiir die Menge aller Homotopieklassen von Wegen v: [0, 1] — X relativ {0, 1}.
Ist (X, o) ein punktierter topologischer Raum, so schreiben wir

(X, o) C m(X)

fiir die Menge aller Homotopieklassen relativ {0, 1} von Wegen v: [0, 1] — X
mit 7(0) = (1) = zo.

Wir zeigen nun, dass sich (X, o) zu einer Gruppe machen ldsst und dass
sich 71 (X)) mit einer partiellen Multiplikation versehen lésst, die m;(X) zu
einem Gruppoid macht.
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Definition 5.24 Mit diesen Strukturen nennen wir m (X, zo) die Funda-
mentalgruppe von (X, x¢) und m1(X) das Fundamentalgruppoid von X.

In den folgenden vier Lemmata ist X ein topologischer Raum.

Lemma 5.25 Es seien v: [0,1] — X und v,: [0,1] — X Wege, die relativ
{0,1} homotop sind. Auch n: [0,1] = X und n;: [0,1] — X seien homotop
relativ {0,1}. Ist v(1) = n(0), so sind der zusammengesetzte Weg

v(25)  wenn s € [0, %];

.n: 2
v (0,1 = X, S’_){n(2s—1) wenn s € [3,1]

und der Weg v, - m1 homotop relativ {0,1}, also [y -n] = [71 - m].

Somit ist [y][n] := [y - n] wohldefiniert.

Beweis. Es gibt Homotopien F' und G relativ {0, 1} von v nach 7, bzw. von
1 nach n;. Die Abbildung

)

F(t,2s)  wenn (t,s
t,s)

(t,2s —1) wenn (¢,

= b0

H:[0,1]x[0,1] = X, (t,s)t—){ o [871]><[(; J;

S

€ [0,1] x [3,1]
ist wohldefiniert, da F'(t,1) = v(1) = n(0) = G(¢,0) fur alle ¢ € [0, 1]. Nach
dem Klebelemma ist H stetig. per Konstruktion ist H(0,-) = 7 - n und
H(1,:) =~ -m. Fiir alle t € [0, 1] gilt weiter H(t,0) = F(t,0) = v(0) und
H(t,1) = G(t,1) = n(1). Also ist H eine Homotopie relativ {0, 1} von v - n
nach ;- 7. a

Lemma 5.26 Sind v: [0,1] — X, n:[0,1] — X wund 0: [0,1] — X Wege
in X mit y(1) = n(0) und n(1) = 0(0), so ist

(v-n)-0~=~-(n-0) relativ{0,1},
also ([v][n])[6] = [vI([n][0])-

Beweis. Die Abbildung

$s  wemns € |

0.3
¢: [071]%[())1]7 St S_% Wennse[é,%];
=1
4

2s—1 wenn s € |
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ist stetig und es ist ¢(0) = 0 sowie ¢(1) = 1. Weiter ist (vy-n)-0o¢ = v-(n-0).
Nach Beispiel 5.19 ist also

(y-m) -0~ ((7-77)-9) op=7-(n-0)
relativ {0, 1}. O

Lemma 5.27 Ist v: [0,1] — X ein Weg von x := v(0) nach y := (1), so
qilt fir die jeweiligen konstanten Wege

Y~cp-y und y~vy-¢, relativ{0,1},

also [y] = [ea][v] und [7] = [7]ley]-
Beweis. Die Abbildung

0  wenn s € [0,
1

l]'
PR
2s—1 wenn s € [5,1

27]

¢:[0,1] — [0, 1], s»—){

ist stetig und ¢(0) = 0 sowie ¢(1) = 1. Weiter ist v o ¢ = ¢, - . Nach
Beispiel 5.19 ist v ~ v 0 ¢ = ¢, - 7. Definiert man stattdessen ¢(s) := 2s fiir
s €[0,3] und ¢(s) :=1 fiir s € (1, 1], so folgt die Behauptung mit c,. O

Lemma 5.28 Fs sei y: [0,1] = X ein Weg von x nach y und
v 0,1 = X, t— (1l —1)

der umgekehrte Weg. Dann gilt
Yy e und vy gy

relativ {0,1}, also [y7][y] = [¢a] und [Y][y7] = [¢)].

Beweis. Die Aussage mit c,, indem wir die erste Aussage auf =~ statt

anwenden und beachten, dass (y~)~ = 7. Zum Beweis der ersten Aussage
betrachten wir die Abbildung F': [0,1] x [0,1] — X,

Y((1 —t)2s) wenn (¢,s) € [0,1] x [0, 3];
(t,5) = { (1= )2 — 25)) wenn () € [0,1] x [L,1].

Da2s=2—-2s=1wenn s = %, ist F' wohldefiniert. Nach dem Klebelemma
ist F' stetig. Weiter ist F'(0,-) =~-v~ und F(1,-) = ¢,. Da zudem F(¢,0) =
v(0) fiir alle ¢ € [0, 1] und F(¢,1) = v(0), ist F' eine Homotopie relativ {0, 1}
von 7 -y~ nach c,. a
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Satz 5.29 Fur jeden topologischen Raum X wund jedes xo € X macht die
Verkniipfung

(), [n)) = ] = [y - )
aus w1 (X, o) eine Gruppe mit Neutralelement [c,,| und Inversem [y]™! =
[y fiir [y] € m(X, o).

Beweis. Die Verkniipfung ist nach Lemma 5.25 wohldefiniert. Sie ist as-
soziativ wegen Lemma 5.26. Nach Lemma 5.27 ist [c,,] ein Neutralelement
und nach Lemma 5.28 ist fiir jedes Element [y] die Homotopieklasse [y~] ein
Inverses. O

Definition 5.30 Eine Kategorie A heiit klein, wenn die Klasse ob(A) der
Objekte eine Menge ist. Eine kleine Kategorie A, in der jeder Morphismus
ein Isomorphismus ist, wird ein Gruppoid genannt.

Satz 5.31 Es sei X ein topologischer Raum. Nehmen wir X als Menge von
Objekten und fur x,y € X die Menge

{l] € m(X):v(0) =z und v(1) = y}

als Hom(z,y), so erhalten wir ein Gruppoid mit der Verknipfung

fir x,y,z € X und Morphismen [y] von x nach y und [n] von y nach z.

Beweis. Die Verkniipfung ist nach Lemma 5.25 wohldefiniert. Sie ist assozia-
tiv wegen Lemma 5.26. Nach Lemma 5.27 ist fiir z € X die Homotopieklasse
[c;] ein Neutralelement id, in Hom(x,z) und nach Lemma 5.28 ist fiir jedes
Element [y] die Homotopieklasse [y~] ein Inverses. O

Man stellt sich ein Gruppoid am besten vor als eine Menge mit einer par-
tiell definierten Verkniipfung (wobei wir die Bemerkung in der Vorlesung
liberspringen).

Bemerkung 5.32 Es sei A ein Gruppoid. Wir nehmen an, dass die Mengen
Hom(x,y) fiir verschiedene Paare (x,y) von Objekten disjunkt sind und
bilden die Vereinigung

G:= U Homy(z,y) .

z,y€ob(A)
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Die Verkniipfung (f,g) — f o g von Morphismen liefert eine partielle zwei-
stellige Verkniipfung auf G. Genauer: Wir setzen X := ob(A) und und
betrachten die Abbildung

a: G— X,

die einem Morphismus f € Homy(z,y) das Objekt a(f) := x zuordnet und
die Abbildung
w: G— X,

die einem Morphismus f € Homy(z,y) das Objekt w(f) := y zuordnet. Wir
setzen

D:=A{(f,9) e GXG:af) =w(g)} SCGXxGC
und erhalten die partielle 2-stellige Verkniipfung

D—G, (f,g)—fog

unter Benutzung der in A gegebenen Verkniipfung

Hom(a(f), w(f)) x Homu(a(g), w(g)) — Homa(a(g),w(f))

von Morphismen. Fiir alle x,y € X ist dann also

Hom(z,y) = {f € G: a(f) = = und w(f) = y} (17)

und folgende Bedingungen sind erfiillt:

(a) Fir alle f,¢g,h € G mit a(f) = w(g) und a(g) = w(h) sind sowohl
(fog)oh alsauch fo(goh) definiert und es ist

(fog)oh=fo(goh).

(b) Fiir alle z € X existiert ein idy € G mit a(x) = w(z) = = derart,
dass idy of = f fiir alle f € G mit w(f) = z und g oidy = ¢ fiir alle
g € G mit a(g) = z. (Das Element idx ist hierbei wegen (a) und (b)
eindeutig festgelegt).

(c) Fir alle f € G existiert ein g € G mit w(g) = a(f) =: z und a(g) =
w(f) =:y derart, dass go f =id, und fog=id,.
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Sind umgekehrt G und X Mengen und a: G — X sowie w: G — X Ab-
bildungen derart, dass (a), (b) und (c) erfiillt sind, so erhalten wir eine Ka-
tegorie A, die ein Gruppoid ist, indem wir ob(A) := X setzen, Hom4(z, y)
fir x,y € X durch (17) definieren und die partielle Verkniipfung D — G zu
einer Abbildung

Hom 4(y, 2) X Homy(z,y) — Homy(z, 2)

einschranken fir alle x,y, 2 € X. Ein Gruppoid ist somit durch Angabe von
(G, X, a,w) mit (a)—(c) festgelegt und kann folglich mit (G, X, o, w) identi-
fiziert werden.

Bemerkung 5.33 Mit der vorigen Sichtweise haben wir fiir einen topolo-
gischen Raum X also das Fundamentalgruppoid

(X7 7T1<X),Oé,w>,
wobei fiir jeden Weg v: [0,1] — X

a(h]) :=7(0) und  w([7]) == ~(1).

w1 als Funktor

Die folgenden Aussagen rechnet man sofort nach.

Lemma 5.34 FEs seien X, Y und Z topologische Raume, f: X — Y sowie
g: X =Y stetige Abbildungen und F': [0,1] x X — Y eine Homotopie von f
nach g.

(a) Ist ¢: Y — Z eine stetige Abbildung, so ist ¢ o F' eine Homotopie von
¢o f nach ¢pog. Ist F' eine Homotopie relativ einer Teilmenge A C X,
so ist auch ¢ o F' eine Homotopie relativ A.

(b) Ist: Z — X eine stetige Abbildung, so ist
Fo(idpy xv¥): [0,1] x Z =Y, (t,z) — F(t,¢¥(2))

eine Homotopie von f o1 nach g o). Ist F' eine Homotopie relativ
einer Teilmenge A C X und B C Z eine Teilmenge mit 1)(B) C A, so
ist F' o (idj,1) x¢) eine Homotopie relativ B. O
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5.35 Es sei f: (X,z9) = (Y,yo) ein Morphismus punktierter topologischer
Réaume. Fiir [7] € m (X, zo) ist die Homotopieklasse

F(0]) = [f el € m(Y, %)

wohldefiniert, also unabhangig von der Wahl des Repréasentanten ~:

Sind némlich ~: [0,1] — X und 7n: [0,1] = X Wege von z( nach xy und ist
F' eine Homotopie relativ {0,1} von v nach 7, so ist nach Lemma 5.34 (a)
die Abbildung f o F' eine Homotopie relativ {0,1} von f o~ nach fon, also
[f o] = [f onl fiir die Homotopieklassen relativ {0, 1}.

Wir erhalten also eine Abbildung
form(X zo) = m(Xsm0), (7] = full]) = [f o]
Diese ist ein Homomorphismus von Gruppen, denn fiir [v], [7] € m1 (X, x¢) ist
(fo(y-m)(t) = f(r(2t)) fiirallet € [0, 3]

und
(foly-m)(t) = f(n(2t—1)) firallet € [3,1],

also fo(y-n)=(fov)-(fon) und somit
F(W ) = fellyn]) = [foly-m)] = [(foy)-(fon)] = [for] [fon] = f([(7]) fu(n]) -

Man schreibt auch 71 (f) := f. fiir den gerade konstruierten Gruppenhomo-
morphismus f,: 7 (X, z9) = T (Y, o).

Satz 5.36 Ordnen wir jedem punktierten topologischen Raum (X, xq) seine
Fundamentalgruppe m (X, zo) zu und ordnen wir jedem Morphismus

f (X, 20) = (Y,9)

punktierter topologischer Raume den Gruppenhomomorphismus

mi(f) = for m(X,20) = m(Yim0), [v] = [for]

zu, so erhalten wir einen Funktor m von der Kategorie Top, der punktierten
topologischen Rdume in die Kategorie Grp der Gruppen.
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Beweis. Fiir x € X ist (idx).([7]) = [idx o] = [7] fiir alle [y] € m (X, x),
also m (idx) = (idx). gleich der identischen Abbildung 7 (X, z) — m (X, z).
Fiir alle Morphismen f: (X,z) — (Y,y) und g: (Y,y) — (Z, z) punktierter
topologischer Raume ist weiter

filg«(0]) = fullg o)) = [fegon]) = (fog)(y]) firalle [y] € m(X,z),

also f. 0 g, = (f o g). und somit m(f o g) = m(f) o